Vzorové feseni tloh

Vzorova reseni a komentare
k 4. sérii tloh

Uloha ¢.1

Na obrdzku 1 je tabulka 6 x 6 s vyznacenymi oblastmi. Vyplrite (ptivodné prdzd-
nou) tabulku ¢isly 1 aZ 6, aby v Zddném rddku ani sloupci nebyla dvé stejnd cisla.
« Voblasti a+ je potreba, aby soucet policek oblasti byl a.
e V oblasti b— je potreba, aby rozdil dvou policek oblasti byl b (nevime, které
policko urcuje mensence a které mensitele).
e Voblasti cx je potreba, aby soucin policek oblasti byl c.
e Voblasti d+ je potreba, aby podil dvou policek oblasti byl d (nevime, které
policko urcuje délence a které délitele).
V této uloze staci sprdavné vyplnit tabulku.

Resent:
11+ 2+ 20x 6%
3— 3+
242{ 6x
3 4 6% 7+ 30x

6x O+

8+ 2+

Obr. 1

Nejdrive se podivame, jestli ndm néjaka z kritérii vyrazné neomezuji, jaka ¢isla
mohou byt na daném policku. Soucin 30 (30x) jde ziskat pouze soucinem 5 a 6,
takzZe vime, Ze ve ¢tvrtém radku budou 5 a 6 pravé v 30x oblasti.

Realizace projektu byla podporena ' ‘
Ministerstvem $kolstvi, mladeze .A‘.
a télovychovy. matfvz
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Také vime, Ze soucin 20 (20x) jde ziskat pouze soucinem 4 a 5, takze ve Ctvr-
tém sloupci se budou tato ¢isla nachazet pravé v oblasti 20x. Soucet 11 (114+)
jde dvéma cisly ziskat pouze z 6 a 5, takze v prvnim sloupci budou tato ¢isla
v oblasti 11+

Poté si vSimnéme, Ze na soucin 6 potfebujeme pouZit 4 ¢isla - jediny zptisob,
jak toto udélat, je za pouziti dvou 1, 2 a 3. JelikoZ v sudoku nemohou byt stejna
Cisla ve stejném radku ani sloupci, tak vime, Ze jedna 1 bude v 5. sloupci a jedna
bude v 6. sloupci na jiném radku. Kvli tomu, Ze médme jen jedno pole v 5. sloupci,
tak vime, Ze pravé v oblasti 6x v 5. sloupci musi byt 1.

Nasledné se podivame na oblast 240x a na to, z jakych Cisel se mtliZe skladat.
Bud 3 x4 x4 x5, nebo 2 x 3 x5 x 6.V obou pripadech potrebujeme 5, takze se
podivime, kam ji mizZeme umistit. JelikoZ jsme pftisli na to, Ze v 1. sloupci a 4.
radku uz nemohou byt zadné 5, tak 5 musi byt v pravém hornim rohu oblasti
240x. Ze stejného diivodu uz se ndm nevejde 6 do 240 x, takze musime dat 3,4, 4.
4 musi byt v jinych sloupcich a tadcich, takze budou v levém hornim a pravém
spodnim rohu 240x; a 3 bude v levém spodnim rohu.

Soucet 7 nam vznikne bud jako 1 + 3 + 3 nebo jako 1 + 2 + 4. Dvé 3 uz se
nam nevejdou do jinych sloupct a radki, takze musime vybrat soucet 1+ 2 + 4.
Kvili 4 v 20x musi byt 4 napravo dole v 7+. NaSe tabulka aktualné vypada jako
na obrazku 1.
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Zbyvajici moznosti bude nejjednodussi vyzkouset. Pojdme si dat do 74 nahoru
1 a dolti 2. Po nékolika krocich, které nam diktuji, co kde musi byt (naptiklad ve
vedlej$im 6x musi nahote byt 2 a dole 3), dojdeme k tomu, Ze ndm to nevyjde.

Pojdme tedy do 7+ dat nahoru 2 a dolii 1. Po nékolika krocich se dostaneme
do stavu, kdy ndm vse sedi a v kazdém tadku i sloupci mdme vSe pravé jednou.
Vyplnéna tabulka vypada jako na obrazku 2.

Komentdr: Chyby v feSeni nastavaly prevazné v tom, Ze si fesitelé neuvédomili,
Ze soucin 240 lze ziskat nejen jako 6 x 5 x 3 x 2, ale i jako 5 x 4 x 4 x 3, kvuli
¢emuZ jim to nasledné nevychazelo.

Uloha ¢&.2

V pohori And leZi horské jezero, které mistni rozdélili kamennou hrdzi na dvé édsti.
Jezero je vsude stejné hluboké. Pldn tohoto jezera je na obrdzku. (Tecky tvori pra-

vy s o <

videlnou ctvereckovanou mrizku.) Objem vody v pravé cdsti jezera je 136. Urcete
objem vody v levé cdsti.

Resent: Dle obrazku 3 si pojdme spo¢itat, kolik ¢tvereckil zabird prava ¢ast je-
zera. Oblast s horizontalnim Srafovanim je jednoznacné 6 ¢tverecki. Cast s ver-

~roX

tikdlnim Srafovanim zabira polovinu obsahu tti ¢tvereckd, tedy zabira % Dalsi

je oblast s pri¢nym Srafovanim, kterd zabira polovinu ¢tverecku.

15
N
Q 0.5

0.5

% = |l

Obr. 3

Posledni ndm zbyva vybarvena ¢ast, ktera je nejkomplikovanéjsi. Vime, Ze vy-
barveny trojuihelnik spolu s malym trojihelnikem nad nim zabiraji dohromady
polovinu z obsahu dvou ¢tvereckd. JelikoZ maly trojuhelnik nad vybarvenym
trojuhelnikem ma obsah poloviny ¢tverecku, pak obsah vybarvené ¢asti musi
byt 1 — 1 = J ¢tverecku.

Pravé Cast jezera tedy zabird dohromady 6 + 1,5 + 0,5 + 0,5 = 8,5 ¢tvereckd.
Tato oblast ma ze zadéni objem vody 136. To znamen4, Ze objem vody v jednom
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Obr. 4

¢tverecku je B8 = Te.

Nyni se podi’vejme na levou ¢ast jezera na obrazku 4. Horizontaln€ vySrafovana
oblast zabird 3 ¢tverecky. Vertikalné vySrafovana oblast musi zabirat % Ctve-
reCku, protoze zabira polovinu obdélniku o obsahu 3. Pri¢né Srafovana cast je
velkd 2 - 15 = 1 ¢tverecek a nakonec vybarven oblast zabira polovinu obdélniku
o0 obsahu 2 ¢tverecky, tedy tato vybarvena ¢ast zabira 1 ¢tverecek.

Celkem leva Cast jezera zabird 3+ 1,5+ 141 = 6,5 ¢tvereckd. Vime, Ze jeden
¢tverecek odpovida objemu 16; a jelikoz je jezero vSude stejné hluboké, pak bude
objem v levé casti jezera 6,5 - 16 = 104.

Komentdr: Drtiva vétSina fesiteld mélo ulohu spravné, chyby nastavaly pre-
vazné v pocetnich chybéch.

Uloha &.3

Maria md obdélnik o rozmérech 12 x 4 a chce jej rozdélit na prdve 7 ctvercui
s celociselnymi délkami stran. MiiZe se ji to povést?

Resent: Nejdrive si musime uvédomit, Ze pokud pouZijeme ¢tverec o rozméru
3 x 3, tak vZdy vznikne obdélnik 1 x 3, ktery lze vyplnit pouze tfemi ¢tverci
o rozméru 1 x 1. Tedy za kazdy pouzity 3 x 3 ¢tverec musime pouZzit dalsi tfi
1 x 1 ¢tverce, celkové tedy ¢tyti. Ovsem pokud vyuZijeme takto Ctyri Ctverce, tak
nam zustane obdélnik o velikosti 4 x 9 a jelikoZ je jeho délka lich4, tak musime
pouzit alespon jeden dalsi 3 x 3 ¢tverec. OvSem pak bychom museli pouzit dalsi
tri 1 x 1 ¢tverce a celkovy pocet vyuzitych ¢tverct se zvysina 8, coZ je moc. Stejna
situace nastane, pokud misto 3 x 3 ¢tverce vyuZijeme Ctyti ¢tverce 1 x 1, aby ndm
vznikl nevyplnény obdélnik o velikosti 4 x 8; pak totiZ stejné vyuZijeme 8 ¢tverci,
coZ je moc. Z tohoto plyne, Ze nemliZzeme pouZit Zadny ¢tverec o velikosti 3 x 3.

Jeden ¢tverec o velikosti 4 x4 1ze nahradit minimalné ¢tyfmi ¢tverci o velikosti
2 x 2. To znamena, Ze pokud pouZijeme pouze jeden 4 x 4 ¢tverec, tak nejmensi
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mozny pocet ¢tvercli, co miZeme vyuZzit, je 9, coz je moc. Pokud pouzijeme 4 x 4
¢tverce dva, tak ndm zbyde plocha 4 x 4, kterou musime vyplnit péti ¢tverci. Zde
si miZeme napsat soustavu rovnic, kde x je poCet 1 x 1 ¢tverclia y je pocet 2 x 2
¢tvercl: x +y = 5,x + 4y = 16. Oviem reSeni této soustavy pro y je 3y = 11.
CoZ by znamenalo, Ze pocet 2 x 2 ¢tvercl by musel byt % To je necelociselné,
coZ znamend, Ze neexistuje feseni, jak obdélnik vyplnit.

Uloha ¢.4

Sofia md krabicku ve tvaru krychle o délce strany 4. Nejdrive do ni vioZi 8 stej-
nych cervenych kordlktii ve tvaru koule, pricemz polomer téchto kordlkii je nejvetsi
mozny. Nyni chce pridat do mezery vzniklé mezi 8 cervenymi kordlky novy modry
kordlek tak, aby tento modry kordlek mél se vSemi cervenymi kordlky vnéjsi do-
tyk. Vytdhne tedy horni cervené kordlky, viozi modry kordlek, vloZi zpét Cervené
kordlky a do krabicky to vyskové presné sedi. Urcete polomér modrého kordlku.
Vysledek dobre zdiivodnéte.

Obr.5

Resent: Na obrazku 5 mame schéma toho, jak bude krabi¢ka vypadat shora.
Vidime, Ze ve spodni vrstvé krabicky, stejné tak jako v horni, jsou 4 koule (Cer-
vené koralky), kazda o poloméru 1 cm. Tyto dvé vrstvy ndm na obrazku splyvaji
v jednu, a proto i stfedy kazdych dvou kouli ndm splyvaji v jeden bod (tedy
A = D a B = C). Prostredni koule se sttedem S (modry korélek) je vklinéna
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Obr.6

uprostted. Z tohoto pohledu neni jasné, jak mizZeme spocitat jeji polomér. Proto
udélame krabickou tez, jak jsme na obrazku 5 naznacili prerusovanou ¢arou.
Rezem jsme rozptlili koule se sttedy A, B, C, D a S napfil. Na obrazku 6 mame
pohled na tento tez ze strany. Z tohoto pohledu ptijde jiz polomér koule se
stfedem S spocitat snaze. Ur¢eme nejdtive délky stran obdélniku ABCD, ktery
nam spojuje stiedy velkych kouli. JelikozZ tyto koule maji polomér 1 cm, urcité
plati, Ze |AD| = |BC| = 2 cm. Velikosti stran CD a AB zjistime pohledem zpét
na obrazek 5. Tato vzdélenost je rovna poloviné délky thlopricky stény krabicky,
kteréd z naSeho pohledu splyva s fezem naznacenym preruSovanou ¢arou. Délku
Uhlopricky u spocitame Pythagorovou vétou z velikosti stran krabicky:

u=142+42=32=4V2.
Delsi strana obdélniku ABCD ma tedy velikost 2v/2. Pythagorovou vétou spo-
¢itame velikost jeho Ghlopricky v:
v=1/22 4+ (2v2)2 = V12 = 2V3.
Od této thlopricky nam jiz staci odecist polomér kouli se stredy A a C a ziskdme
primér koule S. Po vydéleni dvéma ziskdme hledany polomér:

p:m%:\/gq,
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Polomér modrého koralku je v/3 — 1 cm.

Komentdr: Castym $patnym Fedenim, které fesitelé odevzdavali, bylo v/2 —
— 1 cm. K tomuto feSeni dojdeme, pokud si tlohu prili§ zjednodusime a krychli
s osmi koulemi si nahradime ¢tvercem se ¢tyimi kruhy. Déle na teSitele apelu-
jeme, aby vysledek vZdy uvadéli ve tvaru s odmocninou, a nikoliv vyc¢isleny.

Uloha &.5

Dvojcata Santiago a Diego porddaji oslavu narozenin. Diego si na oslavu pri-
chystal celkem 8n + 37 bonbonti, zatimco Santiago 3n + 14 zdkuskii. Na svou
oslavu chtéji pozvat co nejvice lidi tak, aby mezi né bylo mozné spravedlivé rozdé-
lit bonbony i zdkusky (kazdé zvldst). Urcete, jaké n maji zvolit, aby pocet hostii
mohl byt co nejvétsi. Bonbony ani zdkusky nelze rezat na dilky. Vysledek dobre
zduvodnéte.

Resent: Pokud chceme zjistit nejvétsi pocet lidi, mezi které lze rozdélit 8n+37
bonbénu a 3n + 14 zdkuskd, potrebujeme urcit nejvétsi spolecny délitel téchto
dvou cisel.

1. zplisob: Pro zjistén{ nejvétsitho spole¢ného délitele, dale NSD, vyuZijeme
Euklidova algoritmu. Pokud celé ¢islo d déli cela ¢isla a a b, nutné déli i jejich
rozdil a — b. Euklidiiv algoritmus spociva pravé v opakovani tohoto kroku do
té doby, dokud nedostaneme dvé ¢isla, které se rovnaji, nebo ¢islo 1 (v takovém
pripadé jsou c¢isla nesoud€lné, a 1 je tak jejich nejvétsi spolecny délitel). Ty jsou
pak rovny NSD(a,b). V praxi tedy postup pomoci Euklidova algoritmu bude
vypadat nasledovné:

8n+37— (3n+14) =5n+ 23,
5Sn+23—3n+14)=2n+9,
In+14—2n+9) =n+5,
2n+9—(n+5) —n+4

n+5—(mn+4) =

Vzhledem k tomu, Ze jsme se dostali k ¢islu 1, uz neni potteba pokracovat déle,
protoze plivodni ¢isla jsou nesoud€lna. Vysledek tedy je, Ze bez ohledu na hod-
notu n miZe ptijit vzZdy jen jeden host.

2. zpusob: Urychlime si praci s Euklidovym algoritmem. Pokud ¢islo d déli
¢islo a, bude délit i vSechny jeho celo¢iselné nasobky. Pokud tedy d = NSD (8n+
+37,3n+14), pak d déli kromé 8n+37 a 3n+14 i jejich nasledujici ndsobky, které
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zvolime tak, abychom se po odecteni zbavili ¢lenu s n; 3-(8n+37) a 8- (3n+14).
Cislo d bude délit i rozdil téchto dvou ¢&isel, ten ale bude roven 24n+112—(24n+
+111) = 1. Cislo 1 m4 jen jednoho ptirozeného délitele, kterym musi byt d, a to
je ono samo. Opét tedy dostavame, Zze NSD(8n + 37,3n + 14) = 1. Opét tedy
mohou pozvat jen jednoho hosta.

Komentdr: Naprosta vétSina teSitelli postupovala jednim ze dvou zplsobl
a zdarné se dopracovala ke spravnému vysledku. VétSina reSeni navic pékné zdi-
vodiiovala platnost Euklidova algoritmu, coZ chvalim :)

Uloha ¢&.6

Carlos md své oblibené ¢islo n. To md pravé 2026 délitelii. Kolik délitelit md n-n-n?
Urcete v§echny moznosti a dobre popiste, jak jste se k vysledkiim dostali.

Resent: Nez za¢neme s pocitanim prikladu, tak si uréime, jak se da vypodi-
tat pocet déliteld libovolného ¢isla n. Pomoci prvociselného rozkladu miizeme
napsat libovolné prirozené ¢islo jako nasobek mocnin prvocisel. Napriklad 24 =
=23 . 3", D¢litel pak bude takové ¢&islo, které miizeme zapsat jako nésobek stej-
nych dcisel, které ale budou mit mocniny mensi nebo stejné jako nase ptivodni
¢islo (v€etné nuly). Kazda takovato kombinace mocnin ndm dé jednoho délitele,
tedy pocet téchto kombinaci se bude rovnat poctu délitelt. U diive zminéného
24 to vychazi na 4 kombinace u mocnin ¢isla 2, a pro kazdou z nich existuji 2
kombinace mocnin nad 3. Vychazi to tedy na 8 déliteld.

Jak by se toto promitlo obecné? Zapisme si prvociselny rozklad n = p¢-p5-...
(pi jsou zde rlizna prvocisla). Pocet délitelt pak bude, jak jsme si vySe ukézali,
pocet moznosti pro prvni mocninu (to je a+ 1) krat pocet moznosti pro druhou
mocninu (to je b 4+ 1) a tak dale pro dalsi prvocisla z rozkladu. Matematicky
zapsano jako (a+1)-(b+1)-...

Jak se to tedy vztahuje na nasi ulohu? Zjistime, jak by mohl vypadat prvo-
¢iselny rozklad pro ¢islo n ze zadéni. Pocet délitelli 2026 musime byt schopni
napsat ve formatu napsaném vyse, tedy jako nasobek nékolika ¢isel. JelikoZ pr-
vociselny rozklad 2026 je 2- 1013, tak mame jen dvé mozZnosti: 2026-1a2-1013.

Moznost 2026-1 je jednoducha. Po dosazeni do vzorce zjistime, Ze prvociselny
rozklad by vypadal n = p2°23. Z toho plyne n® = p®°7> a opét pomoci dosazeni
do vzorce zjistime, Ze by toto ¢islo mélo 6076 délitelt.

n = p] - pl012, tfeti mocnina by vypadala n® = p3 - p3°3¢. Toto po dosazeni
vzorce bude mit 12148 délitel.

Moznosti, kolik bude mit n3 délitelt, jsou dvé, a to 6076 a 12148.
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Komentdr: Par fesitel zapomnélo na moznost 1-2026, coz ale byla malé chy-
bicka. Hodné teSeni bylo moc pékné a srozumitelné sepsano, coz velmi cenim
u takto tézké tlohy :)

Uloha &.7
V Anddch je 15 horskych mést. Mezi kazdymi dvéma vede horskd stezka, pricemz

Zdadné dvé stezky se nekrizi (nékteré stezky jsou v tunelech nebo na mostech).
Z téchto stezek je 6 mimorddné krdsnych. Z kazdého mésta vede maximdlné jedna
mimorddné krdsnd stezka. Pedro zacind ve mésté Cuzco a chce obejit vSechna
mésta tak, Ze kazdé navstivi prdvé jednou a vrdti se zpdtky do Cuzca. Pritom
chce projit vsemi mimorddné krdsnymi stezkami. Kolika zptisoby to mtize udélat?
Vysledek zdiivodnéte.

Resent: Kdyz ptijde Pedro do mésta po normalni stezce a vede z néj mimo-
radné krasna, musi po ni odejit. Diky podmince ze zadani, Ze do kazdého mésta
vede maximalné jedna mimotradné krasna stezka, ndm mésta spojend témito
stezkami vytvari dvojice, po kterych musi Pedro jit. Pro kazdou dvojici pak plati,
Ze miiZe byt procestovana dvéma sméry. MliZeme na kazdou tedy nahlizet jako
na samostatné mésto a pak spocitat, kolik moznych posloupnosti tohoto reduko-
vaného mnoZzstvi mést je. Nakonec vysledek musime vynasobit mnoZstvim kom-
binaci smérd, jakymi Pedro piijde po mimoradné krasnych stezkach. Konkrétné
6 mimotadné krasnych stezek redukuje 15 mést na 9. Pedro v jednom z nich
zacing, takze je 8! posloupnosti. JelikoZ mame 6 stezek a kazdd mé dva sméry,
je celkem 2° kombinaci sméri. Celkem tedy vyjde 8! - 26 = 2580480 zplisobii.
Je nutné podotknout, Ze nezélezi na tom, jestli je pocatecni mésto Pedra spo-
jeno prekrasnou stezkou, protoze po této stezce mutize odejit na zacatku, ¢i prijit
az na konci.

Komentdr: Velké mnozstvi fesiteltl nalezlo spravné reseni. Nejcastéjsi chybou
bylo pocitani moznosti oddélené pro situace, kdy do Cuzka (ne)vede mimoradné
krasna stezka.

Ulohy ¢tvrté série opravovali a komentéie sepsali: 1. Vojtéch ,Kanec* Kadlec,
2. Eliska Vimmerova a Vojtéch ,Kanec* Kadlec, 3. Vit Houfek, 4. Adam Drtinek,
5. Lukas Koucky, 6. Vit Kadéra, 7. Martin Vagner
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