Vzorové feseni tloh

Vzorova reseni a komentare
k 3. sérii tloh

Uloha é.1

Lachtan Lach a lachtan Tan chytali véera ryby. Kdyby Lach nachytal dvakrdt tolik
ryb, neZ kolik jich véera nachytal, méli by dohromady 11 ryb. Kdyby Tan nachytal
trikrdt tolik ryb a Lach dvakrdt tolik, méli by dohromady 21 ryb. Urcete, kolik ryb
véera nachytal Lach a kolik jich nachytal Tan. Postup zdiivodnéte.

Resent:
Vime Ze Lach a Tan spolu ulovili néjaky pocet ryb. Toto miizeme oznacit jako

IL+1T =2

Také vime, Ze kdyby Lach nachytal dvakrat tolik ryb nez nachytal a Tan stejné,
budou mit 11 ryb dohromady. Toto oznac¢ime jako 1L + 1L+ 1T = 11, neboli

2L+1T =11.

Kdyby Lach nachytal dvakrat tolik ryb a Tan nachytal trikrat tolik ryb, nez
kolik jich ve skute¢nosti nachytali, dohromady budou mit 21 ryb. To zapiSeme
jako

2L 43T =21.

Nasledné vezmeme 2L + 1T = 11 a odecteme tuto rovnici od 2L + 3T = 21
tim, Ze od sebe odetteme stejné proménné. Dostaneme tedy

2L-2L+3T—-1T=21-11.

Z tohoto se po odecteni vSech proménnych stane 2T = 10. Tuto rovnici vydélime
dvéma a dostaneme 1T = 5. KdyZ dosadime do rovnice 2L + 1T = 11, zjistime,
Ze 2L =6, tedy 1L = 3.

Lachtan Lach tedy chytil 3 ryby a Lachtan Tan chytil 5 ryb.

Komentdr: Spravny vysledek nasli vSichni resitelé, nékteti bohuzel zapomnéli
zapsat svij postup, jak se dostali k vysledku.

Realizace projektu byla podporena ' ‘
Ministerstvem $kolstvi, mladeze .A‘.
a télovychovy. matfvz
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Uloha ¢&.2

Skupina 33 tucndkii se bavi o tom, kdo se rdd klouZe po ledé a kdo rdd skdce
Sipky. Zjistili, Ze 10 z nich nemd rddo ani jedno a 7 md rddo oboji. Pokud vime, Ze
pocet tucnidkii, kteri se rddi klouZou po ledé, je stejny jako pocet tucndki, kteri

vy o~

rddi skdcou sipky. Urcete, kolik tuctidku rddo skdce Sipky a vysledek zdiivodnéte.

Resent: Vzhledem k tomu, Ze 10 tu¢nidki se ani rado neklouZe, ani rddo ne-
skace Sipky, nas bude zajimat jen zbyvajicich 23. Z téchto 23 tu¢nakd maji vSichni
urcité radi aspon jednu ze dvou aktivit. Konkrétné 7 mé rddo oboje a zbyvajicich
16 pouze jednu aktivitu. Navic pocet tuc¢naku co se radi klouzou k je stejny, jako
pocet tucnakii co radi skac¢ou SipKy s. Plati tedy:

s =Kk,

(s=7)+(k—7)=16.

Vzhledem k rovnosti neznamych mtizeme dosadit za klouzajici se tu¢naky, pocet
tuc¢nakd, co rado skace Sipky, ktery nas zajima. Tim dostaneme rovnici o jedné
neznamé:

(s—=7)+(s—7)=1s,

2s — 14 = 1e,
2s = 30,
s =15.
Je tedy 15 tuc¢nakd, co rado skace Sipky.

Komentdr: Naprosta vétsina tesitelli spravné urcila pocet tu¢naku a vysledek
i spravné okomentovala (nejvice resiteld postupovalo podobnym vypoctem jako
v zadani, néktei{ pro vétsi ndzornost vyuzili Vennovych diagramti). Cast resitelt
ale zapomnéla na to, Ze pokud mé tucndk rad oboji, musi nutné i rad skakat
Sipky. Vysledek jim tedy vySel o 7 méné.

Uloha &.3

Rico a Kowalski hraji hru, ve které se figurka pohybuje po hraci plose na obrdzku
1, pritom figurka zacind v policku tiplné nahove. Cilem Rica je dostat figurku na
co nejmentsi cislo, zatimco Kowalski chce co nejvetsi &islo. Hrdci se stridaji v tazich,
zacind Rico. V kazdém tahu hrdc posune figurku o patro niZe na libovolné sou-
sedni policko. Hra kondi, kdyzZ figurka dosdhne spodniho patra. Pokud oba hraji

optimdlné, na kterém policku figurka skonci? Popiste strategie hrdcii.
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Resent: Ocislujeme si patra zespodu 0,1,2,3,4,5. Podle popsanych pravidel
hry bude Rico na tahu, kdyZ je figurka na patrech 5, 3,1 a Kowalski na patrech
4,2.

Pro kazdé policko si zakreslime optimalni tah hrace, ktery je pravé na tahu.
Na planku jsou plné ¢ary tahy, které by zahral Rico, prerusované ¢ary jsou tahy,
které by zahral Kowalski.

Zacneme je zakreslovat zespodu. Na patfe 1 bude na tahu Rico, ktery chce
dosdhnout co nejmensiho ¢isla. At uz bude na kterémkoliv policku tohoto patra,
optimalni je pro néj vybrat si mensi ze dvou moznych ¢isel.

Na patre 2 pred Ricem ale hraje Kowalski. M4 na vybér pouze dvé moznosti.
Moc dobfre si ale dokaze odvodit budouci tah Rica. Proto si vybere tu moznost,
ktera Rica zavede k vétSimu ¢islu (tu, ktera je pro n€j v ten moment optimalni).

Stejnym zplisobem doplnime i v§echna ostatni patra. Takto vlastné kazdy hrac
urci svlij optimalni tah na zékladé znalosti vSech budoucich optimélnich tahti.

Jak vidime z obrazku 1, timto postupem nadm vznikne pouze jedna souvisla
cesta vedouci z vrchu az dold, coZ je nase optimalni cesta. Diky ni vime, Ze pokud
oba hréadi hraji jak nejlépe mohou, figurka skon¢i na ¢isle 42.

Komentdr: Ne mnoho fesiteld pouZilo zpiisob ze vzorového feSeni, ale spise
intuici. Za tento postup, pokud nebyl dostatecné dobre odiivodnén, byly strh-
nuty body. Drtiva vétSina resitelli ale vytesila tlohu bezchybné.
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Uloha ¢. 4

Kaya by si rdda z ledu vysekala trojboky jehlan s celociselnymi délkami hran.
Chtéla by, aby vsechny hrany mély riizné délky a celkové aby soucet délek hran
byl 25 cm. MiiZe si takovy jehlan z ledu vysekat?

Resent: Nejprve se podivejme, jak trojihelnikova nerovnost ovlivni tento pii-
klad. Ta tvrdi, Ze pro kazdou kombinaci stran a, b, ¢ trojuhelniku plati a+b > c.

Predpokladejme, Ze jedna hrana jehlanu bude mit délku jedna. Ta musi byt
soucasti dvou stén, které jsou trojuhelniky, takze pro né bude platit trojuhelni-
kova nerovnost. Podivejme se na tyto nerovnosti pro jednu ze stén. Zbylé hrany
si oznac¢ime a,b tak, aby platilo a > b. Musi platit trojuhelnikové nerovnost
b+ 1> a,po tpravé 1 > a —b. JelikoZ a, b jsou celd ¢isla, a je vétsi nez b a za-
rovenl a # b, je jejich rozdil alespori 1. Nerovnost tedy nemuiZe platit. V jehlanu
proto nema zadna hrana délku 1.

Podivejme se, ktery nejmensi soucet délek hran mtzeme bez 1 ziskat. Troj-
boky jehlan md 6 hran, tedy nejmensi soucet je 2+3+4+5+6+7 = 27 cm. To
je ale vice nez pozadovanych 25 cm a tim padem takovy jehlan sestavit nelze.

Komentdr: Trik v této uloze bylo vzpomenout si na trojuhelnikovou nerov-
nost. Byl jsem mile prekvapen, Ze drtiva vétSina resiteld si toto uvédomila a tedy
dostala i plny pocet bodi.

Uloha &.5

John Smith se snazi dostat do vyzkumné stanice Vostok, ale zapomnél ¢ctyrmistny
pin kéd. Nastésti si pamatuje cifry, ale zapomnél jejich poradi. John: ,Achjo, to
musim vyzkousSet 12 moZnosti.” PFicupital tucndk a ¥ikd: ,Johne, pokud se cifra
v pinu rovnd druhé mocniné néjakého celého cisla, pak sousedi pouze s niz§imi
ciframi. “ John: ,Skvélé! To uz mdm jen Sest moznosti.” Tucndk: ,A taky ten pin md
na druhém misté pétku.” John: ,Tak to uz vim!*

Rico slysel tento rozhovor a chce se dostat do stanice. Pomozte mu. Na zaddni
pin kédu md vsak jen tvi pokusy. Napiste, které piny md zkusit, a dobre popiste,
proc zrovna tyto.

Resent:

Pokud by se pin skladal ze ¢tyr rtiznych cifer, mél by John celkem 4 -3 - 2 -
-1 = 24 moznosti, jak cifry za sebou napsat. Vzhledem k tomu, Ze ma mozZnosti
jen 12, musi se v ném néktera cifra opakovat. VSimnéme si, Ze pocet moznosti
je polovi¢ni. Tato situace nastane, kdyZ mame préavé jednu dvojici stejnych cifer.
Uvédomme si, Ze pri opakovani cifer miizeme nejdtive brat vSechny cifry jako
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razné a aZ poté staci vydélit poctem zptisobt, kolika miizeme stejné cifry zapsat
za sebou. Pro dvé stejné cifry tak mame dva zptsoby, jak toho docilit, a 24 tedy
délime 2, coz je skute¢né 12. Obecné pro kazdych n stejnych cifer musime pocet
moznosti délit n!, pro n vétsi nez 2 by tedy John mél zplisobti podstatné méné.

Kéd tedy obsahuje jednu dvojici stejnych cifer a dvé unikatni cifry.

Cifry, které jsou druhou mocninou celého ¢isla, mohou byt 0, 1,4 nebo 9. In-
formace o nich snizila po¢et moznosti, takzZe alespon jedna se v koédu musi na-
chazet.

Cifry sousedici s 0 by musely byt mensi nez 0, coZ nelze. Kéd tedy neobsa-
huje 0. Podobné, cifry sousedici s 1 by musely byt 0, takZe koéd neobsahuje ani 1.

Pokud kéd neobsahuje 4, musi obsahovat 9. Kdyby obsahoval pravé jednu 9,
vSechny ostatni cifry by byly mensi, takze by tu¢nakova ndpovéda nesniZila pocet
moznosti. Kéd v tomto pripadé tedy obsahuje dvé devitky, které spolu nesou-
sedi, takze je ve tvaru 95a9 nebo 95%9a. Pro kazdé a obé tyto moznosti spliuji
podminky tu¢ndkovych napoveéd, takze John je nemiiZze odlisit od sebe.

Kod tedy obsahuje 4. Tato 4 nemtiZze sousedit s 5 na druhém misté, takze musi
byt na ¢tvrtém misté a koéd je ve tvaru a5b4 pro néjaké cifry a a b. Z podminky
o druhych mocnindch vime, Ze a neni 4 a Ze b je mensi nez 4.

Pokud a =5, je b jedina cifra mensi nez 4, takZe uz po prvni napovédeé by vi,
Ze 4 musi sousedit pouze s b. Diky tomu ma John pouze jednu moznost moznost
(B5b4), misto Sesti.

Vime tedy, Ze a ani b neni 4 ani 5 a mezi ciframi je jedna dvojice stejnych,
takZe a = b. Zaroven b je mensi nezZ 4 a nemuZe byt 1 nebo 0, takZe jediné dvé
moznosti jsou 2524 a 3534. Snadno muizZeme ovérit, Ze obé spliiuji podminky
v zadani.

Komentdr: Tato uloha byla pomérné tézka, zejména mnozstvim kroka, které
bylo potreba zdivodnit. Nejcastéjsim problémem bylo neuvédoméni si, Ze tuc-
néakova prvni rada omezi po¢et moznosti, pokud jsou v pinu dvé devitky.

Uloha ¢.6

Do ledovce je vysekany obrdzek obdélniku ABCD a vevnitr bod M jako na ob-
rdzku 2, pricemz |AM| = 8cm, [BM| = 4 cm, [DM| = 7 cm. Urcete |CM| a dobre
popiste, jak jste se k vysledku dostali.

Resent: Reseni za¢neme tim, Ze si celou situaci nakreslime, stejné jako vidime
na obrazku 2. Do obrazku jsme doplnili také dvé isecky rovnobézné se stranami
trojuhelniku, které se protinaji v bodé M. Malymi tiskacimi pismeny jsme ozna-
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¢ili strany ¢tyr mensich obdélnikd, na které dvé nové usecky velky obdélnik déli.
Podle Pythagorovy véty mizeme vyjadrit ¢tyti nasledujici rovnice:

a’+c? =73

b? +c? =82,
b+ d* =42,
a’+d* =x

Nyni se z této soustavy rovnic pokusime vyjadrit nezndmou x. JelikoZ mame
pét neznamych na Ctyti rovnice, je mozné, Ze budeme mit smuilu a x se nam vy-
jadrit nepodari a budeme muset u ¥eseni prikladu postupovat jinym zptisobem.
Nicméné v naSem pripadé mame Stésti — secteme-li druhou a ¢tvrtou rovnici
a odecteme-li od ni prvni a tfeti, neznama x se ndm osamostatni:

b2+l +a?+d2—a?—cF P —d? =8 +x—72—4?
0=x+64—49—16

x =1

Délka strany CM je tedy 1 cm.

c d C

7
a M X a
-/
4
b 3 b
Ya
A c d B
Obr. 2
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Komentdr: Tato uloha byla trochu ndro¢néjsi, jelikoz od reSitelt vyZzadovala
schopnost vytesit netrividlni soustavu rovnic. Nicméné vétsina z nich si s alohou
i tak bez vétsich problémi poradila.

Uloha &.7

Tucndk Apuk nasel na své prochdzce ¢islo x, pro které plati x> 4+ x* = 1. Apuk si
vsiml, Ze :

— = AX?+Bx+C,

1—x
kde A, B, C jsou néjakd celd &isla. Urcete A, B, C a dobre popiste, jak jste k vysledku
dosli. Cisla A, B, C zapiste jako ¢isla sloZend pouze z cislic. Cisla A, B, C urcete
takovd, aby byla rovnice splnéna pro kazdé x, které spliuje x> + x> = 1.

Reseni: Za¢neme Gpravou 1. rovnice. Od té miiZzeme ode¢ist x? a dostat tak
x> =1—x%

Déle upravime 2. rovnici. Tu mizeme vynasobit 1 — x, jelikoZ x # 1 (pokud by
x = 1, tak z prvni rovnice 13 = 1 — 12, coZ neplati). Touto Gpravou dostaneme

1=(1-x)(Ax* +Bx+C)
a nasledné upravime pravou stranu a ziskame
1=—Ax?+ (A —B)x*+ (B—C)x+C.
Do této rovnice miizeme dosadit 1. rovnici a nahradit ¢len x3:
T=—A(1—x*)+(A—B)x*+(B—C)x+C.
Déle upravime pravou stranu:
1=0R2A—B)Xx*+(B—C)x+(C—A).
Jedno z feSeni této rovnice bude
(2A—B)x*=0,(B—C)x=0,(C—A) =1.
Aby tyto t¥i rovnice platily pro vSechna x spliujici prvni rovnici, tak

2A-B=0,B-C=0,C-A=1
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(aby soucin dvou ¢fsel byl nula, tak alespoti jedno z nich musi byt nula, pticemz
x # 0, tedy to musi byt ten druhy ¢initel).

Sadu novych rovnic upravime na 2A = B,B = C,C — 1 = A. Treti a druhou
rovnici dosadime do prvni: 2C —2 = C; a dostaneme C = 2. To miiZzeme dosadit
do druhé i treti rovnice a ziskime B=2,A=2—-1=1.

Jedno z moznych celociselnych teseni ptikladuje A =1,B =2,C = 2.

Ulohy tieti série opravovali a komentéie sepsali: 1. Vojtéch ,Kanec* Kadlec,
2. Lukas Koucky, 3. Vojtéch ,Kanec” Kadlec, 4. Vitek Kadéra, 5. Tomas Flidy,
6. Adam Diinek, 7. Dan Skola¥
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