Vzorové feseni tloh

Vzorova reseni a komentare
k 2. sérii tloh

Uloha ¢&. 1

Anippe vypliiovala formuldr (dne 20. rijna 2025), ale omylem prohodila posledni
dvé cifry v roce svého narozeni. Timto c¢inem jakoby zestdrla o 36 let. Kolik je
Annipe doopravdy let, pokud vime, Ze ji jesté nebylo 36?

Resent: Pokud vime, Ze Anippe jesté nebylo 36 let, tak to znamena, Ze se musela
narodit po roce 1989.
2025 — 36 = 1989

Nyni mliZeme urcit, Ze se musela narodit ve 20. stoleti, protoZe nejvétsi mozny
rozdil mezi probéhlymi roky ve 21. stoletim je 25. Tim paddem vime, Ze se narodila
mezi roky 1990 — 1999. Predposledni ¢islice musi byt ¢ a nyni hleddme rok s
rozdilem 36 let, kde se posledni dvé cifry vyméni. Na to odpovida pouze cislice
5, protoze 1995 — 1959 = 36. Anippe se narodila v roce 1995, tim padem ji je 30

let.

Uloha ¢&.2
Ramesses napsal do pisku pét prirozenych cisel

O<a<b<cec<d<e,

Jjejichz soucet je 31. Vime, Ze e je trikrdt vétsi neZ a. Jaké Cislo predstavuje pro-
meénnd d?

Resent:

Podivejme se na rtizné hodnoty a a e. Kdyby a bylo 1, e by muselo byt 3, tedy
nemuzZeme najit 3 ptirozena ¢isla mezi a a e. Kdyby a bylo 2, e musi byt 6. V
tomto pripadé musi platit b = 3, c =4, d =5 a to je dohromady pouze 20.

Podivejme se na ptipad, kdyZ by Ramesses napsal do pisku a = 3, e = 9.
Mame vice moznosti jak zde rozlozit ¢isla, ale nejdtive zkusime jestli nebude
fungovat a = 4. Pokud Ramesses napiSe a = 4, e = 12, tak s nejniz§imi cisly
(b =5, ¢ = 6,d = 7) budeme mit soucet 34 coZ je moc a to samé bude platit pro
vétsi hodnoty. Tudiz plati a = 3, e = 9. Soucet b+c+d musi byt 31—-9—-3 = 19.
Aby toto vyslo tak musime mit lichy pocet lichych Cisel. Madme mezi 3 a 9 jen 2
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licha ¢isla, a to 5 a 7, pouZijeme tedy jen jedno z nich. P¥i pouZiti 5 potfebujeme
soucet ostatnich cisel 14, takZe musime dosadit 6 + 8, coz znamena Ze d = 8.
Pouzijeme-li 7, soucet ¢isel musi byt 12, takze musime dosadit 4 + 8. V obou
pripadech ndm na 2. nejvétsi ¢islo ptripada 8, proto d = 8.

Uloha ¢&.3
V osadé Ziji jen velmi zdsadovi lidé, kteri se ale déli na dvé skupiny - poctivci

a padousi. Poctivci vZdy mluvi pravdu a padousi vZdy [Zou. V ndsledujici uloze
zjistéte, kdo je padouch a kdo poctivec.

V osadé jsme potkali tri obyvatele: Alfréda, BlaZzenu a Cyrila. Zeptali jsme se
Alfréda: ,Jsi padouch nebo poctivec?” Alfréd odpovédél potichu, takZe jsme mu
nerozuméli. Zeptali jsme se tedy BlaZeny: ,Co vekl Alfréd?” BlaZena odpovédéla:
LAlfréd Fikal, Ze je padouch.” V tom okamZiku Cyril dodd: ,,Nevéy BlaZené, ta lZe!”

dét na otazku: ,Jsi padouch nebo poctivec?. Jestlize je poctivec, odpovi ,pocti-
vec”, padousi ale kviili svému lhani odpovi, Ze jsou také poctivci. Kvili tomuto
Alfréd nikdy nemohl tict, Ze je padouch, tudiz Blazena 1Ze. Cyril dodal pravdivou
vétu, takZe je poctivec. O Alfrédovi nemtZeme rozhodnout, jelikoZ ani odpoveédi
BlaZeny a Cyrila ndm o jeho identité nic nenapovi.

Uloha ¢. 4

Emil md pole tvaru rovnoramenného lichobézniku. Délka tihlopricky jeho pole je
144 metri, pritom tihlopricka svird tihel 45 stupnu se zdkladnou lichobézniku.
Urcete obsah Emilova pole.

Resent: K Fedent této ulohy se Ize dostat nékolika zplisoby. Ve vzorovém feseni
si ukazeme 2.

1. zptsob: Obé uhlopricky lichobézniku sviraji se zakladnou thel 45 stupnti.
Soucet velikosti vnitinich ahli v trojuhelniku je 180 stupna, thlopticky tedy
mezi sebou sviraji thel 180 — 45 — 45 = 90 stupnt.

Sestrojime rovnobézky s thloptickami ve vrcholech lichobéZniku jako na ob-
rézku 1. Tim lichobéZnik doplnime na ¢tverec o délce strany 144 metrt. Uhlo-
pii¢ky rozdéluji lichobéznik na 4 pravouhlé trojahelniky. Ctverec obsahuje kazdy
z téchto trojuhelnikd dvakrat. Obsah lichobézniku se proto rovna poloviné ob-
sahu tohoto ¢tverce: 1445144 =10 368 m?.

2. zptsob: Oznacime vrcholy lichobézniku A, B, C, D, P prusecik kolmice na
zakladnu prochdazejici bodem C se zdkladnou AB a X prisecik kolmice na za-
kladnu prochéazejici bodem A se zdkladnou CD.
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Obr. 1

Trojuhelniky PBC a XDA jsou shodné podle véty Ssu, protoze |BC| = |AD|
(ramena rovnoramenného lichobézniku), |PC| = |AX| (vyska lichobézniku) a
tihly DXA a BPC jsou pravé. Ctyrihelnik APCX tak bude mit stejny obsah jako
lichobéznik ABCD.

APCX je Ctverec, protoze vSechny jeho strany jsou na sebe kolmé a tuhlo-
pricka svira se stranou tihel 45 stupnili. Ze zadani zname délku jeho Ghlopricky.
Z Pythagorovy véty vime: |JAC|> = |APJ2 + |XA|?, protoZe se jednda o ¢tverec,
|AP|? + |XAJ]? = 2|AP|? Spocitdme jeho obsah APCX:

2 1442
Sapcx = |AP]? = @ === 10 368 m?
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Komentdr: Vétsina teSitelli zvolila 2. zptsob reSeni, vice neZ polovina dostala
plny pocet bodill. Nej¢astéjsimi chybami pak bylo nezdivodnéni, Ze APCX je
¢tverec nebo nedokazani shodnosti trojuhelniki PBC a XDA. Nékolik resiteli
si ztizilo praci goniometrickymi funkcemi, coz samozrejmé neni chyba, ale Pi-
komati ulohy vétSinou lze vytesit i bez nich.

Uloha &.5
Isesi a Khufu stoji na sousednich strandch ctvercového prostranstvi, které je ctver-

covou mrizkou rek rozdélené na 2025 x 2025 ostriivkii. Hrddi se stridaji v tazich,
pricemz Khufu zacind. V kazdém tahu si hrd¢ vybere jeden prdzdny ostriivek a
hodi na néj obldzky své barvy (Isesi md hnédé obldzky a Khufu Sedé). Hrd¢ nemust
vybirat sousednti ostriivky, miiZe i jednou hodit doprostred a pak do rohu. Vyhraje
ten, kdo bude moci jako prvni prejit na protéjsi stranu celého prostranstvi jen po
Své cesté ostrivkil. MiiZe néktery z hrdcti zarucené vyhrdt, pokud oba hraji opti-
mdlné? Pokud ano, dobre popiste vyhrdvajici strategii. Pokud ne, ukaZte strategii,
kterd vyhre vZdy zabrdni.

Varianty:
a) Stact, aby ostriivky cesty sousedily hranou nebo vrcholem, podobné jako na
obrdzku 3. @ body)

b) Ostruivky cesty musi sousedit pres hranu, podobné jako na obrdzku 4. (3 body)
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Obr. 3 Obr. 4

Resent: Uvazujme, Zze Khufu se snazi svymi Sedymi kaminky spojit levou a
pravou stranu, zatimco Isesi se snazi svymi hnédymi oblazky spojit predni a
zadni stranu.

Za¢neme casti a). Khufu si vybere dva sousedni radky, rikejme jim oblast R,
kde bude budovat svoji cestu na protéjsi breh. Pokud se mu podati v ramci R
obsadit jeden ostrivek kazdého sloupce, spoji tim své brehy a vyhraje. Kdyz
Isesi obsadi néjaky ostriivek v R a Khufu jesté v R tento sloupec nemd, hned
obsadi ten druhy ostrtivek v R daného sloupce. V ostatnich ptipadech Khufu
hodi kaminek libovolné do R, kde je zcela volny sloupec. Khufu tak vyhraje po
2025 tazich. Isesi urcité vyhrat nemuze, protoZe ma zatim jen 2024 obsazenych
ostravka.
obejit jednim tahem. ProtoZe oba soupeti mohou znemoznit vyhru, dojde vzdy
k remize. Kazdy hrac si vybere dva radky/sloupce vedle sebe a postupuje stejnou
strategii, jakou mél Khufu v ¢asti a). Tim dokéaze zablokovat priichod druhého
hrace skrz vlastni oblast.

Uloha ¢.6

Mdme 42 modrych, 17 cervenych a 23 zelenych diamantti. Diamanty se daji vymé-
novat zajimavym zptisobem: za dva diamanty riiznych barev dostaneme diamant
treti barvy. Pokud ndm na konci zbyl pouze jeden diamant, jakou mél barvu?

Resent:

Dle zadéni se diamanty vyménuiji tak, Ze za dva diamanty rtiznych barev do-
staneme diamant treti barvy. Toto se da vyjadrit jako -1 od jedné barvy, -1 od
druhé barvy a +1 ke treti barvé. Pri takovéto vyméné diamantli se musi zménit
parita poc¢tu diamantii dané barvy. Parita je vlastnost ¢isla byt sudé nebo liché.

At uz pricteme nebo odecteme 1, urcité se parita zméni. Pokud nam tedy ma
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zlistat pouze jeden diamant, budeme mit dvé ¢isla se sudou paritou a jeden s
lichou. Cisla se sudou paritou budou mit po celé vyménovani stejnou paritu. Diky
tomuto nam staci zjistit, ktery pocet diamanti ma na zac¢atku rozdilnou paritu,
abychom zjistili, ktery diamant ndm zastane jako posledni.

Jelikoz mdme dva liché (zelené a ¢ervené diamanty) a jeden sudy (modré dia-
manty), tak jako posledni diamant bude muset zlistat ten modry.

Komentar:

Mnoho resitell na feSeni Slo postupem ru¢niho vyménovani, které je vétsi-
nou dostalo ke spravnému vysledku. Uskaliskem tohoto postupu ale je, Ze se v
postupu muiZe reSitel splést, a i kdyZ se nesplete, tak vyménovani nedokazuje,
Ze modra musi vyjit pokazdé.

Uloha ¢&.7
Geb si napsal rovnici 2* = 2 - 3Y 4 2 - 3%. Pomozte mu najit v§echny trojice ne-

s N s

zdpornych celych cisel x,y, z, kde y < z. Také ukaZte, proc neexistuji Zddné dalsi
vyhovujici trojice.

Resent:
2X=2.3¥42.3%
Vydélime 2 a z pravé strany vytkneme 3Y:

27T =3V . (14357Y).

Pokud by y 2 1, tak prava strana bude nasobek 3. Leva strana ale nikdy neni
nasobek 3. Paky < 1 a tedy y = 0. Rovnice vypada takto:

27T =1.(143%Y).

Ted zjistime, Ze prava strana nikdy neni délitelnd osmi. 3™ bude vzdy déavat
zbytek 1 nebo 3 po déleni osmi. To se dokdZe pomoci matematické indukce.

e Pron =0 mame 3° = 1. To dava zbytek 1 po déleni osmi.

e Vindukénim kroku predpokladame, ze 3™ dava zbytek 1 nebo 3 po déleni
osmi a snazime se dokdzat, Ze tomu tak bude i pro 3"*'. Pokud 3™ dava
zbytek 1 po déleni osmi, pak 3"*+! = 3. 3™ dava zbytek 1-3 = 3 po déleni
osmi. Pokud 3™ d4va zbytek 3 po déleni osmi, pak 3"+ = 3-3™ d4vé zbytek
3-3 = 9 po déleni osmi. Zde ale od zbytku musime je$té odecist osm a zbytek
bude pouze 1.
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Z toho vime, Ze 1+ 3™ bude davat zbytek 2 nebo 4 po déleni osmi. Tedy prava
strana opravdu nikdy neni délitelnd osmi.
To znamend, Ze x—1 < 3, jelikoz kazd4 vétsi mocnina dvojky je délitelnd osmi.
o Pokud x—1 = —1, pak leva strana nenfi celé ¢islo a pravé je, takZe to nemiiZze
byt feSeni.
e Pokud x — 1 =0, pak 2° = 1 + 3%, 0 = 37, coZ nemiiZe byt FeSeni.
e Pokudx—1=1,pak2' =1+3% 1= 3%z =0, coz nevychazi, jelikoz z > y.
e Pokud x — 1 =2, pak 2?2 =1+ 37,3 = 3%,z =1, coZ je spravné feseni.
Existuje jen jeden vysledek, atox =3,y =0,z=1.

Ulohy druhé série opravovali a komentéie sepsali: 1. Luisa Troupova, 2. Vojtéch
yKanec” Kadlec, 3. Adam Drinek a Martin Vagner, 4. Matyas Hazdra, 5. Alzbéta
Reitmayerové, 6. Vojtéch ,Kanec* Kadlec, 7. Dan Skolai
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