Vzorové feseni tloh

Vzorova reseni a komentare
k 1. sérii tloh

Uloha ¢é.1

Pravidelnou Sesticipou hvézdu z obrdzku 1 rozdélte tremi rovnymi rezy na nekolik
casti. Ze vsech vzniklych cdsti sloZte jeden konvexni mnohotihelnik. Konvexni mno-

hotihelnik nemd diry a v§echny jeho vnitini tihly jsou mensi nebo rovny 180 stup-
nim.

Obr. 1

Resent: Hvézdu si miiZzeme rozrezat tfemi prfimkami naptiklad jako na ob-
razku. Toto rozrezani ndm da 6 stejnych ¢tyruhelnikd, které nasledné mizeme
poskladat za sebe tak, Ze ndm vznikne ¢tyrihelnik se stejnymi vnitfnimi thly
jako u Sesti mensich, ovSem delsi strany budou Sestkrat delsi.

Obr. 2

Realizace projektu byla podporena ' ‘
Ministerstvem $kolstvi, mladeze .A‘.
a télovychovy. matfvz
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Komentdr: Vétsina teSitelli nasla spravné reSeni, ovsem nékteri neukéazali, Ze
hledany ¢tyruhelnik opravdu lze vytvorit.

Uloha ¢.2
Ptakopyskové jsou ocislovdni prirozenymi Cisly od 1 do 5, jeZury jsou ocislovdny
prirozenymi cCisly od 6 do 10. Nékteri ptakopyskové se kamarddi s nékterymi jeZu-
rami (kaZdy miiZe mit vice kamarddek) tak, Ze:
e kazZdad jezura md takové Cislo, jaky je soucet Cisel jejich ptakopyscich kama-
rddii,
e kazdy ptakopysk md takové Cislo, kterym je délitelnd alespori polovina cisel
jeho jezurich kamarddek.
Kamarddstvi je vzdjemné, tedy kdyz se ptakopysk kamarddi s jeZurou, tak se
jezura kamarddi i s ptakopyskem.

Resent: Jezury si ozna¢ime J6-]J10 a ptakopysky P1-P5. Jezury mohou mit na-
sledujici kamarady, aby méli ¢islo rovné souctu jejich kamaradi:

10=5+4+1=5+3+2=4+3+2+1,
9=54+4=5+3+1=4+3+2,
8=5+3=54+2+1=44+3+1,
7=5+2=4+3=4+2+1,
6=5+1=44+2=3+2+1.

J10, J9, J8 i J7 maji v kaZzdém souctu P4 nebo P5. Kazda z nich se tedy musi
kamaradit alespon s jednim z téchto ptakopyski. 5 déli pouze 10, takze P5 se
musi kamarédit s J10 a maximélné s jednou dalsi z jezur. 4 déli pouze 8§, takze
P4 se musi kamaradit s J8 a maximalné jednou z dalsich jezur.

Oba P4 a P5 tedy mohou byt v maximalné dvou souctech a jsou ¢tyti jezury,
které je v souctu vyzaduji. Tudiz kazda z J10, J9, J8 a J7 se musi kamaradit s
pravé jednim z P4 a P5, pricemZ P5 se musi kamaradit s J10 a pravé jednou dalsi
jezurou a P4 se mus{ kamaradit s J8 a pravé jednou dal3i jeZurou a zaroveni J6
se nesmi kamaradit s P4 ani P5.

J10 se mlize kamarédit pouze s P5, P3 a P2, protoZe to je jediny ze souctd,
ktery obsahuje 5 a neobsahuje 4. J8 se mtze kamaradit pouze s P4, P3 a P1,
protoze to je jediny ze souctl, ktery neobsahuje 5. J6 se mtze kamaradit pouze
s P3, P2 a P1, protoze to je jediny ze souctli, ktery neobsahuje ani 4 ani 5.

J9 se mlize kamaradit bud s P4, P3 a P2, nebo s P5, P3 a P1. V prvnim pripadé
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se musi J7 kamaradit s P5 a P2, protoZe je to jediny ze souctd, ktery neobsa-
huje 4, kterou uz zabrala ]9.

Ve druhém se musi 7 kamaradit s P4, P2a P1. S P5 a P2 se kamaradit nemuiZe,
protoze P5 v tomto ptipadé zabrala J9. S P4 a P3 se také nemuze kamaradit,
protoze P3 uz se kamaradi se vS§emi ostatnimi a kviili tomu, Ze 3 déli pouze dvé
Cisla, maze se kamaradit nejvyse se ¢tyrmi jezurami. Nemize se ale kamaradit
se vSemi.

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
Obr.3
1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
Obr.4

Jedind mozné teSeni jsou na obrazcich 3 a 4.
Komentdr: Vétsina teSitell si s tilohou dobte poradila. Nékteri feSitelé nenasli

kamarady pro jezuru s ¢islem 7, protoZe je prvocislem. I presto je prece mozné
kamaradim jezury 7 najit dalsi jezuti kamarady, které uz déli.

Uloha &.3

Krokodyl Dundee jde do obchodu, kde proddvaji dva druhy housek jako na ob-
rdzku 5. Jedny jsou rozdéleny na 6 dilkti a druhé na 8 dilkii. Dundee chce koupit
17 housek tak, aby je mohl rozldmat na dilky a kazdé z 23 koal ddt stejny pocet
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Obr. 5

dilkti (dilky nelze délit jinak, nez jak je naznaceno na obrdzku). Poradte mu, kolik
si md koupit kterych. Pripadné dobre zdtivodnéte, proc se mu to nemiiZe povést.

Resent: Pokud Dundee rozlame viechny housky na 6 dilki, bude mit 17 - 6 =
= 102 dilkt housek. Kdykoliv Dundee vyméni jednu 6dilnou housku za 8dilnou
housku, do celkového poctu dilkd se pridaji 2 dilky. Pokud vyméni Dundee jednu
housku, bude dohromady mit 104 dilk{, pokud dvé, bude mit dohromady 106
dilkd, a tak déle po sudych ¢islech. Pokud se Dundee rozhodne vyménit vSech
sedmnact housek, bude mit dohromady 17-8 = 136 dilki housek. Jediné mozné
pocty dilkd jsou tedy prave suda ¢isla od 102 do 136.

Aby se Dundeemu povedlo rozdélit dilky spravedlivé, musi byt pocet dilka
délitelny 23. Podivame se na nasobky 23 mezi ¢isly 102 a 136. 102: 23 = 4 se
zbytkem 10 a 136 : 23 = 5 se zbytkem 21. To znamen4, Ze jediny nasobek 23
v rozmezi 102 az 136 je 23 - 5 = 115.

Bohuzel toto ¢islo neni sudé, a proto nemuize krokodyl Dundee spravedlivé
rozdélit housky mezi svych 23 koalich kamaradek.

Komentdr: Vétsina lidi Glohu vyresila spravné, at uz nasim postupem, nebo
vypsanim viech moznosti. Castou chybou bylo, Ze Fesitelé neuvazovali o kombi-
nacich 6dilnych housek s 8dilnymi, nebo pouze o kombinacich, které vychazely
presné pro 46 dilkl (2 dilky pro kazdou koalu).

Uloha ¢.4

Emu skdce po ctvercové mrizce o velikosti 25 x 25. VZdy zacne v levém hornim
rohu a skdce o jedno pole dolii, nebo doprava, az doskdce do pravého dolniho
rohu. VZdy pr¥i doskoku za sebou zanechd Sldpotu. Pak se okolo mrizky vrdti zase
do levého horniho rohu. Kolikrdt nejméné musi takto preskdkat celou tabulku,
aby dokdzal na kazdém policku mrizky zanechat $ldpotu? Celou strategii popiste
a zduvodnéte, pro¢ mu méné skdkdni nevystaci.

Jedno preskdkdni zmensené tabulky lze vidét na obrdzku 6.

Reseni: Emu ma mnoho riiznych strategii, které miiZe pouZit. Jedna z nich je,
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Obr.6

Ze mtizku proskace po radcich. Konkrétné bude postupovat takto: pti prvnim
prichodu mtizkou ptijde prvnim rddkem az doprava a pak porad dola. Pri dru-
hém prichodu ptjde nejdrive o jedno policko dolti na druhy radek a pak opét
Uplné doprava a doli. Pri tfetim prichodu sejde az na treti radek a nasledné
bude postupovat obdobné. JelikozZ ma m¥izka 25 radkt, musi emu celou m¥izku
proskékat 25krat.

Obr. 7

Nyni musime ukézat, Ze m¥izku nejde proskéakat v méné krocich. Pov§imnéme
si policek na vedlejsi diagonéle, vyznacenych Sedivou barvou (obr. 7). Mizeme si
povsimnout, Ze at naSe strategie priichodu m¥izkou bude jakakoliv, vzdy béhem
jednoho priichodu zvladneme navstivit jen jedno z téchto polic¢ek. Naptiklad
pokud emu navstivi poli¢ko na diagonéle na druhém radku, urcité uz nenavstivi
policko na prvnim radku o jedna vpravo, jelikoZ nemtlize skékat nahoru. Stejné
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tak emu nenavstivi policko na tretim nebo jakémbkoliv dalsim radku, protoZe se
nemize vracet zpét doleva. Tim jsme dokézali, Ze emu potrebuje nejméné tolik
proskakani m¥izky, jako je policek na diagondle, tedy 25, coz je i nase reSeni.

Komentdr: Vétsina teSitelli prisla na spravné feSeni, nicméné na odivodnéni
s diagonalou priSel malokdo. Ukazka jedné mozné strategie, jak mrizku procha-
zet, na ziskani plného poc¢tu bodl nestaci.

Uloha &.5

Eliska md kouli o poloméru 2 cm. Kolem ni sestrojila co nejmensi drdtovou krychli,
tedy krychle méla pouze hrany a ty byly co nejvice natésno kolem koule. Jak dlouhé
hrany tato krychle md? Vysledek zdtivodnéte.

Resent:

Krychle i koule maji spole¢ny stted, jelikoZ je oboje symetrické. Podivime se
na rovinu rovnobéznou s jednou stranou krychle a prochézejici jejim stredem.
V této roviné je kruh o poloméru 2 cm a 4 body tvorici ¢tverec na obvodu toho
kruhu. Délku strany tohoto ¢tverce vypocitdme pomoci Pythagorovy véty, jelikoz
thel oc = 90°. a? = 22 + 22 = 4 + 4 = 8. Kdyz rovnici odmocnime, dostaneme
av/8 a jelikoZ nase rovina byla rovnobé&zna se stranou krychle, tak a je délka
hrany krychle.

Krychle m4 hranu délky v/8 =2 - v/2 = 2,83.

Komentdr: BohuZel kviili $patné interpretaci tlohy (nebo nejasnému zadani)
mnoho fesitelt fesSilo jinou konfiguraci od zadani. Tato konfigurace vSak byla

oproti ptivodni tloze o dost snazsi, tedy bylo tézsi ziskat parcialni body za po-
stup.

Uloha ¢.6

Vitek si do pisku napsal prirozend cisla od 1 do 9. Vitek trojici ¢isel a < b < ¢
povazuje za osklivou, pokud b — a = ¢ — b (napr: trojice 1,4,7 je osklivd, jelikoz
4 —1 =3 =7 —4). SmaZte co nejméné cisel z pisku tak, aby ve zbylych Cislech
neziistala Zddnd osklivd trojice. Jedno teseni ukazte a popiste, pro¢ neexistuje
resenti, které maze méné cisel.

Resent: Jedno z fe$ent je napiiklad smazani ¢isel 3,5,6,7 (Zbyde 1,2,4,8,9).

Ted musime dokazat, Ze to nejde smazanim méné cisel, a to provedeme spo-
rem. Predpokladejme, Ze bude existovat feSeni pomoci smazani 3 ¢isel.

Cisla v pisku si rozdélime do trojic {1,2,3},{4,5, 6} a {7, 8,9}. MiZeme si v&im-
nout, Ze vSechny tyto trojice jsou osklivé. To znamena, Ze z kazdé trojice musi

Strana 6 Pikomat, KPMS MFF UK, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8



Vzorové feseni tloh

byt smazano alesponi jedno cislo a jelikoz jsou trojice 3, tak z kazdé to bude
pravé 1.

Podobnou tivahu pouZijeme na trojice {1,4,7},{2,5, 8} a {3, 6, 9} (prvni, druhé
a treti ¢islo z predchozich trojic dohromady). Z tohoto mlzeme zase vyvodit, Ze
jedno smazané ¢islo bude prvni v pivodnich trojicich, jedno druhé a jedno treti.

Podivejme se na trojici, kde bychom smazali prostredni ¢islo. Zbyla by nam
Cisla z prvni a treti pozice. Ta maji rozdil 2 a mohla by vytvorit osklivou trojici
s Cislem v sousedni trojici. Toto treti Cislo by ale bylo také uprostied sousedni
trojice a porusilo by tvrzeni, které jsme dokdazali vySe. Tudiz ptvodni tvrzeni
neplati a nelze smazat 3 ¢isla, aby se odstranily v§echny osklivé trojice.

Uloha &.7

Anthony a Edmund hraji hru na nekonecném mnoZstvi nekonecnych rddku. Pd-
nové se stridaji v tazich, Anthony zacind. Anthony vZdy nakresli clovicka do né-
Jjakého prdzdného policka, Edmund nakresli ovecky do néjakych dvou prdzdnych
policek. Vybrand policka spolu nemust sousedit. Cilem hry je nakreslit 10 svych
symbolti hned vedle sebe do jednoho rddku. Kdo md vyhrdvajici strategii? Dobre
Ji popiste.

Resent: Vzhledem k tomu, Ze sloupce nehraji ve he Zadnou roli, jednotlivé
radky se nemohou ovliviiovat. Anthony umisti ¢lovi¢ka do fadku. V nésledujicim
kroku Edmund umisti dvé ovecky do dvou raznych prazdnych radka.

Anthony se nyni mize rozhodnout, zda bude branit Edmundovi v postaveni
fady 10 ovecek, nebo se pokusi sdm vyhrat.

Pokud se rozhodne blokovat, vZdy umi ovlivnit jen 1 ze 2 radkd, kam v minu-
lém tahu zahral Edmund. Pokud to udéla, v kazdém tahu Edmundovi vznikne
jeden novy radek, ktery Anthony neovlivnil. V prvnich 256 tazich tak do 512 rtiz-
nych radkd umisti ovecku, ptri¢emz 256 z nich ztistane neblokovanych. Kdyz tuto
tadu dokondi, za¢ne postupné do neblokovanych tadk pridavat druhé ovecky.
To zvladne za 128 taht, protoZe jen polovina z nich bude moct byt blokovana An-
thonym. Pokud chce obecné zvysit pocet ovecek v radku, vZdy mu bude polovina
zbyvajicich zablokovana. Timto zptisobem umi Edmund vzdy v 2'°~™ fadcich
mit n ovecek za sebou. V urcitou chvili se tedy dostane do situace, kdy bude mit
2 tadky po osmi oveckach, jen jeden mu miZe byt zablokovan a v nasledujicim
tahu vyhraje.

Pokud se Anthony v libovolny moment pokusi vytvorit fadu 10 ¢lovick, Ed-
mund pocka do chvile, kdy jich ma v fadé 9 a poté ji z obou stran zablokuje. Tim
sice ztrati jeden tah, béhem vystavby takové rady ale stihne dostatecné zvysit
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pocet neovlivnénych radka (konkrétné o 18). Poté Edmund pokracuje strategii
popsanou vyse. Edmund tedy vzdy umi v kone¢ném poctu taht vyhrét.

Komentdr: Vétsina Yesitelt spravné urcila, Ze vyhraje Edmund. Ne v§em se uz
ale povedlo spravné popsat jeho vyherni strategii. Ta by navic méla fungovat
univerzaln€, tedy bez ohledu na to, jak hraje Anthony. Kromé objeveni néjakého
principu, jakym Edmund vyhraje, bylo potfeba explicitné vytesit i ptipad, kde se
Anthony snazi propojit svych 10 ¢lovickt. Chvalim proto vSechny, kterym se to
povedlo.

Ulohy prvni série opravovali a komentéie sepsali: 1. Vit Houfek, 2. Matyas
Hazdra a Klara Pernicova, 3. Tomas Flidr a Vojtéch ,Kanec” Kadlec, 4. Adam Dri-
nek, 5. Dan Skolaf a Tereza Kubinové, 6. Vit Kadéra, 7. Lukas Koucky
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