fyl PIKOMAT MFF UK

Milé fesitelky, mili feSitelé,

zasildme vam vysledky a vzorova feSeni paté a Sesté série. Dékujeme viem tesi-
telim, co se propocitali az do této série.

Podzimni soustredént

Kromé matematickych tloh pro vas chystame i spoustu dalSich neméné zajima-
vych akci. Na nejispésnéjsi ucastniky 5. a 6. ¢ekd podzimni soustiedéni od 15.
do 20. zari. Mazete se tésit na hry, prednasky i seminéare.

Tdbor

26.7. az 9.8. probéhl Pikomati tabor tentokrat v podhari Krkonos. Doufame, Ze
jste si tabor uzili tak moc jako my, a té$ime se na dalsi rok.

MaSo

Organizatori vas také radi potkaji na soutézi MaSo, ktera se bude konat ve stredu
12. listopadu. V této tymové soutézi vas ¢ekaji matematické priklady a dopro-
vodna strategicka hra, jak jste zvykli z matboji na pikomatich akcich.

Vice informaci najdete na nasi webové strance, pripadné také na nasem In-
stagramu. Pokud budete mit néjaky dotaz nebo pripominku, napiSte ndm na
nas e-mail pikomat@pikomat.mff.cuni.cz.

Tésime se na dalsi ro¢nik! Na vidénou,

Vasi organizatori

Realizace projektu byla podporena ' ‘
Ministerstvem $kolstvi, mladeze .A‘.
a télovychovy. matfvz
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Vzorova reseni a komentare
k 5. sérii tloh

Uloha ¢&.1
Skupinka c¢tyr dinosaurti potrebuje v noci projit strastiplnou cestu. Je noc a maji

jen jednu horici vétev, se kterou je potreba si svitit pod nohy. ProtoZe je stezka
lizkd, miizou chodit maximdiné ve dvojicich. Tyrannosaurus rex by sdm dokd-
zal cestu projit za 2 minuty, megalosaurus za 3 minuty, velociraptor za 5 minut
a troodon za 6 minut.
Kdyz jdou dva dinosauri spolu, jejich rychlost je stejnd jako rychlost toho po-
malejstho. Horici vétev se nemiiZe teleportovat, je potieba ji vZdy prenést.
Poradte skupince dinosaurti, jak se mohou vsichni ctyri dostat na druhy konec

stezky za 17 minut.

Resent: Nejdriv prejdou tyrannosaurus rex s megalosaurem (to trva 3 minuty)
a tyrannosaurus se vrati (2 minuty). Poté prejdou velociraptor s troodonem (6
minut), s vétvi se vrati megalosaurus (3 minuty). Nakonec po stezce znovu pre-
jdou tyrannosaurus rex s megalosaurem (3 minuty). To je celkem 17 minut.

MiiZzeme také ukdzat, Ze rychlejsi feSeni neexistuje. Aby se vSichni dinosaufi
dostali na druhou stranu, musi 3 x projit 2 dinosaufi tam a 2x jeden dinosaurus
zpatky. Kdyby néjakou cestu tam vykonal jen jeden dinosaurus, ni¢emu by to
neprospélo, protoze nékdo by se musel vratit s vétvi a poc¢ty dinosaurti na obou
koncich by se nezménily. Nize uvedené odhady by platily i v takovém pripadé.

Kazda cesta tam trva alespoii tfi minuty (nejrychlejsi dvojice je tyrannosau-
rus s megalosaurem) a alesporni jedna cesta tam trva 6 minut (troodon také musi
nékdy prejit). Kdyby obé cesty zpét vykonal tyrannosaurus rex, tak by cesta tr-
vala celkem 18 minut (tyrannosaurus by pusobil jako prevoznik, ktery vodi jed-
notlivé dinosaury tam a vraci se sim zpatky), ale my uz vime, Ze optimalné;jsi
(17minutové) feseni existuje, a proto alespon jednu cestu zpét musi vykonat
nékdo jiny - nejrychleji megalosaurus za tfi minuty. Sou¢tem vsech odhadi zis-
kame, Ze nejrychlejsi reSeni trva alespon 17 minut.

Komentar:

Vétsina reSitell nasla spravné reSeni. Nékolikrat se ale vyskytla Gvaha, Ze ty-
rannosaurus rex ma chodit s pochodni tam a zpatky a prevést ostatni dino-
saury. Takové reSeni ale trva 18 minut. MiZeme tict, Ze zde velociraptor figuruje
jako zatéz (jde s tyrannosaurem) misto aby byl tahoun (kdyby Sel s troodonem).
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Vzorové feseni tloh

Uloha ¢&.2

Ceratosaurus md spoustu kamennych krychli o hrané 1 cm. Slepil z nich ttvar,
vZdy k sobé priklddal celé stény. Povrch titvaru je 100 cm?. Popiste jednu moznost,
Jjak takovy titvar mohl vypadat. K této moznosti napiste pocet krychli, ze kterych
se sklddd, a nakreslete obrdzek.

Resent: U této tllohy bohuZel neexistuje vzore¢ek nebo mechanicky postup,
ktery bychom mohli aplikovat, abychom hledany ttvar nasli. Misto toho se po-
kusime teSeni odhadnout. Postupovat budeme od nejjednodusiho télesa, které
zname - a tim je krychle nebo kvadr. Ze zadani mtZeme rovnou vidét, Ze velka
krychle sloZzend z malych krychlicek hledanym fe$enim byt nemiize - krychle
ma 6 stén se stejnym obsahem a 100 cm? urcité neni celo¢iselné délitelné 6.
Misto toho se pokusime krychli¢ky sestavit do kvadru a zkusime odhadnout,
jakou délku budou mit jeho strany.

Méjme kvadr o délce stran a, b a c. Mizeme jednoduse odvodit, Ze vzorecek
pro vypocet jeho povrchu bude nasledujici:

2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + be)

Vime, Ze povrch je roven 100 cm?. Miizeme tedy vytvofit rovnici o 3 nezné-
mych, u které hleddme alespori jedno celociselné reseni (krychlicky nechceme
fezat). Opét budeme hadat a nastavime hodnotu a a b na 1. U obecné rovnice
by bylo nejjednodussi nastavit jejich hodnotu na 0, nicméné v naSem ptipadé
vime, Ze kazdy nami sloZeny kvadr bude mit $itku, vysSku a délku minimalné 1.
Ziskame nasledujici rovnici o jedné neznamé, kterou se pokusime vyresit:

2(a-b+a -c+b-c)=100,

21-14+1-¢c+1-¢) =100,
1+ 2¢c =50,

c =24.5.

Jak vidime, pro c jsme nenasli celo¢iselné feSeni. Nyni zkusime nastavit ne-
znamou a na 2, b na 1 a proces zopakujeme:

22-1+2-¢c+1-¢) =100,
2+ 3¢ =50,
c=1e.

Podarilo se ndm uhodnout, Ze jedno z moZnych feSeni rovnicejea =2,b =1
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a ¢ = 16. Takovy kvadr bude sloZzen z 2-1-16 = 32 malych krychli¢ek. Na obrazku
vidime, jak takovy kvadr bude vypadat.

Komentdr: Ulohu lze samoziejmé tesit i jinymi zptsoby. Jedno hezké fesent,
které se opakovalo u vic resitelq, bylo, ze sestavime krychli 4 x 4 x 4 a na ni po-
stavime jesté jednu krychlicku, ¢imz zvétsime jeji povrch z 96 cm? na 100 cm?.

Uloha &.3

Carcharodontosaurus si do trdvy vydupal prirozené cislo. Toto ¢islo mélo sudy
pocet cifer a pro kaZdou cifru na sudé pozici (cifry ¢islujeme od pozice jednotek)
platilo, Ze byla stejnd jako predchdzejici cifra (napr: 335588 nebo 9 922). Dokonce
se jednalo o druhou mocninu néjakého prirozeného cisla. Urcete nejmensi priro-
zené cislo, jaké si carcharodontosaurus mohl do trdvy vydupat. Zdiivodnéte, proc¢
je opravdu nejmensi.

Resent:

Hledané cislo je druhou mocninou prirozeného dCisla, tedy Ize napsat jako
n? pro néjaké prirozené ¢&islo n. Hledané ¢&islo musi byt délitelné jedendcti:
i a10202...0nan = 11 -a70a,0...a,. (mje zapis pro cislo s ciframi a, b, ¢
v desitkové soustavé, pouzivame jej pro odliSeni od nasobeni.)

11 je prvocislo, takze 11 déli i n. (VSechna prvocisla v prvociselném rozkladu
n? jsou i v prvociselném rozkladu n.) Hledané ¢&islo je tedy druhou mocninou
nésobku 11, prochézejme tato ¢isla od nejmensich:

112 = 121 nevyhovuje, 222 = 484 nevyhovuije, 332 = 1089 nevyhovuje, 442 =
= 1936 nevyhovuje, 552 = 3025 nevyhovuje, 66 = 4356 nevyhovuje, 772 = 5929
nevyhovuje a koneéné 882 = 7744 vyhovuije.

Komentdr: Mnoho reSitell naslo spravny vysledek. VSechna reseni obsahovala
prochazeni moznosti - nékdy i méné, napriklad diky zamysleni se nad moznymi

poslednimi ¢islicemi druhych mocnin ptirozenych ¢isel. Nékteti fesitelé bohuzel
prochazeni moznosti nenapsali a p¥isli tim o body.

Uloha ¢&. 4

Do skdly byl vytesdn rovnobéznik jako na obrdzku. Uvnitr néj vedlo nékolik tise-
cek (obrdzek je pouze ilustrativni a nepresny). Krokodyl spocital obsahy nékterych
¢dsti, v obrdzku jsou obsahy uvedeny v cm?. Urcete obsah dsti s otaznikem. Na-
piste postup, jak jste na to prisli.

Resent:
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Vzorové feseni tloh

Obr. 1

v~ s

Trojuhelnik AFD musi zabirat polovinu obsahu rovnobézniku ABCD, jelikoz
obsah tojuhelniku AFD je roven S = % a rovnobézniku S = |AD| - vg, kde
vq je vzdy vyska na stranu AD K protéjsi rovnobézné strané.

Daéle vime, Ze trojuhelniky DA G a CEG maji dohromady obsah roven poloviné
obsahu ABCD, protoZe Spag + Sceg = lDG‘ e & = (IDG| + |GC|) -

Y= ‘CD‘ e je soucet obsaht téchto trOJuhelmku obsah rovnobézniku lze
spoc1tatjako S=I|CD|-vc.

x+y+794+10=x+y+72+8+7?
9="

Obsah ¢4sti s otaznikem je 9cm?.

Komentdr: Naprosta vétsina feSitel(, ktera ulohu odevzdala, méla spravné re-
Seni.

Uloha &.5

Ve skdle byl vytesdn obrazec 2. Jednd se o t¥i Ctverce a usecku pod tihlem 45
stupriii. Vime, Ze obsah ctverce C je 18 cm? a Ze soudet obsahtt ¢tvercii A a B
je 10 cm?. Urcete, kolik je a - b, kde a je délka strany ¢tverce A a b je délka strany
Ctverce B. Popiste, jak jste k vysledku dosli.

Resent: Nejprve si ozna¢ime body, které jsou vrcholy trojuhelniku vzniklého
pomoci tsecky s thlem 45° B, R a S tak, jak je na obrazku 2. Plati, Ze Gthel RPS
je pravouhly, protoZe je vnitfnim thlem ¢tverce, a tedy je thel RSP velky 45°. Z
toho plyne, Ze trojuhelnik PRS je rovnoramenny, protoZe jsou thly PRS a RSP
stejné velké, a tedy plati [PR| = |PS| = b. Z toho vidime, Ze se strana ¢tverce C
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459

Obr. 2

se rovna a + b. Z téchto poznatki a z informaci ze zadani si napiSeme soustavu
nasledujicich dvou rovnic:

a+b%2=10
a+b=+18

Tuto soustavu rovnic vyresime vyjadienim b z druhé rovnice a dosazenim do
prvni rovnice:
b=18—a
a’+(18—a)* =10

Z této rovnice nam vyjde nésledujici kvadraticka rovnice:

a?—V18a+4=0

Tato rovnice ma nasledujici dvé reSent: \/ﬁ; V2 4 m{ V2 Vzdy, kdyZ jeden
z téchto vysledkti dosadime do jedné z plivodnich rovnic, tak ndm vyjde vysle-
dek druhy, a tedy plati, Ze a x b = mj V2 m{ V2 Co7 se rovn 4. Vysledek
tedy je 4cm?.
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Vzorové feseni tloh

Komentdr: Vétsina resitell se k vysledku dostala spravné, ovsem nékter{ zapo-
méli ukazat, Ze trojuhelnik PRS se pravouhly a rovnoramenny, pricemz z tohoto
faktu vychazi cely vypocet, a proto je v feSeni dilezity.

Uloha ¢.6

Tyrannosaurus rex md obrdzek obsahujict nékolik ¢tvereckii jako na obrdzku 3.
Md tri barvici kameny; Sedy, modry a cerveny. Chtél by kazdy ctverecek vybarvit
jednim kamenem tak, aby ctverecky sousedici hranou mély vZdy riiznou barvu.
Nejaké ctverecky uz vybarvil Sedym kamenem jako na obrdzku 3. Urcete poclet
moznosti, jak mohl zbytek obrdzku vybarvit. Vysledek zdiivodnéte.

Obr.3

Varianta za 3 body: dinosaurus obarvoval obrdzek 4.

Obr. 4

Reseni: Prvni zplisob - tyranosaurus mé celkem 6 policek, které mize obar-
vit Sedou barvou. Nyni si vS§imnéme, Ze v Gseku mezi dvéma Sedivymi poli se
musi stiidat jen modré a Cervena. To znamend, Ze jsou jen dvé moznosti, jak
tento usek obarvit (vZdy zacneme jednou ze dvou barev a zbyla policka se musi
sttidat). Pro n umisténych Sedivych poli dostaneme n + 1 téchto usekd, coz

N

znamena, Ze pro dané rozmisténi Sedivych poli mame vzdy 2"+ obarveni.
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Sedivych poli miizeme umistit 0 az 6. Vzdy pro dany pocet musime spo&i-
tat, kolika zpisoby mlizeme Sediva pole rozmistit. To miZzeme dopocitat po-
moci kombinac¢nich ¢isel (vice o kombinac¢nich ¢islech v 1. privodnim povidani
39. ro¢niku), kdy vzdy budeme vybirat n policek z celkovych 6 moznych. Pro
n =0, mame () = 1 zplisob, pron =1 (}) = 6 zplisobt, n = 2 m4 (}) = 15
zplisobll, n = 3 mé (2) = 20 zplisobl, n = 4 mé () = 15 zplisobt, n = 5 m4
(2) = 6 zptisobti a posledni n = 6 ma (&) = 1 zptisob.

Celkovy pocet moznosti, jak tyranosaurus mohl tabulku obarvit, je:

127 46-22415-22420-24+15-2546-2°41.27 = 1458

Druhy zptsob - ozna¢me si poli¢ka, kterd tyranosaurus obarvuje, postupné
od levého krajniho ¢isly 1 az k pravému krajnimu 13 (ze zadani Seda pole ne-
&islujeme). Policko ¢islo 1 mGizeme obarvit jen dvéma zptisoby. Reknéme, Ze ho
obarvime ¢erené. Policko ¢islo 2 pak miizeme obarvit modre, nebo Sedé. Pokud
bude obarvené modie, musi byt poli¢ko 3 Cervené. Pokud bude Sedivé, muze
byt policko 3 bud modré, nebo cervené. Dohromady jsou tedy 3 zplisoby, jak v
zavislosti na policku 1 miizeme obarvit policka 2 a 3.

Nyni si vSimnéme, Ze stejny pocet obarveni bude mit dvojice policek 4 a 5,
protoze policko 4 budeme moci obarvit Sedou a barvou, kterd neni na policku
3 (tedy jednou z barev Cervena a modra) a policko 5 bude zéaviset na 4. Mame
tedy znovu 3 zptisoby obarveni pro kazdé predchozi. Timto zplisobem miZeme
pokracovat a policka si tak rozdélime do 6 dvojic 2a3,4a5,6a7,8a9,10a 11,
12 a 3). Kazdou z téchto dvojic umime obarvit tfemi zplisoby, policko 1 celkem
dvémi. Celkovy pocet moznych obarveni tak bude 2-3-3-3-3-3-3 = 2.3 = 1458,

Komentdr: Hodné tesitelll se snaZilo rozdélit ilohu na ptipady, nebo si ji roz-
délit na mensi ¢asti. Toto bohuzel vétsinou vedlo k opominuti nékterych reseni,
nebo naopak jejich vicenasobnému zapocitani. Chvalim proto vSechny, kdo si s
tlohou zdarné poradili.

Uloha &.7

Rubeosaurus si do pisku napsal ¢&isla od 1 do 100. V kazdém kroku si vybral dvé
riiznd Cisla, oznacme je x a y, smazal je a zpét do pisku napsal bud x 4y, nebo
x — 2y. Takto mazal a psal, az mu zbylo pouze jediné &islo. Je mozné, Ze toto zbylé
cislo bylo 32? Popiste, jak se k cislu 32 dostat, anebo zdiivodnéte, proc to nelze.

Resent: Nejprve se podivame, jak jednotlivé operace méni soucet viech na-
psanych Cisel. Soucet pred kazdou operaci si ozna¢ime S’ a po operaci S. Prvni
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Vzorové feseni tloh

operace x+y dopadne takto: S = §'—x—y+(x+y) = '/, tedy se soucet nezméni.
Druha operace x — 2y dopadne opét takto: S =S’ —x —y + (x —2y) = S’ — 3y,
jinak feceno odecteme z vysledku trojndsobek druhého ¢isla. Jak uz napovida
privodni povidani, tak se ndm bude hodit kongruence. Vzhledem k tomu, Ze
soucet miZeme ménit jen o trojndsobek néjakého cisla, tak zbytek po déleni 3
vzdy zlstane stejny. Tedy abychom mohli nakonec dosdhnout ¢isla 32, tak musi
platit 1+2+3+... +100 = 32 (mod 3). Pro soucet ptivodnich ¢isel nam pomuze
vzoretek Sp ,, = w Po dosazeni ¢fsla 100 ndm vyjde S = 125101 — 5050.
Muzeme si ale vSimnout, Ze 5050 (mod 3) = 1, kdezto 32 (mod 3) = 2. ProtoZe
zbytek po déleni 3 nelze zménit u souctu a na konci ndm musi vyjit jiny zbytek,
tak k ¢islu 32 dojit nelze.

Komentdr: Nékolik teSitelti se rozhodlo rovnou dokazovat rizné zbytky po
déleni 3, i kdyz jeSté nedokazali, Ze se béhem operaci neméni. I kdyz to je lehké
a jasné, tak se stdle jedna o Cast reSeni a je tfeba ji zapsat. Nicméné vétsina te-
Sitelt méla pekné diikazy, které by se casto daly zverejnit jako vzorové reSeni.

Ulohy pété série opravovali a komentéie sepsali: 1. Matous Cimala, 2. Adam
Drinek, 3. Tomas Flidy, 4. Eliska Vimmerova, 5. Vit Jiti Houfek, 6. Lukas Koucky,
7. Vit Kadéra
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Vzorova reseni a komentare
k 6. sérii tloh

Uloha ¢&.1

Giganotosaurus do skdly vytesal opravdu zajimavy nekonvexni mnohotihelnik. At
uz by vybral kteroukoli stranu, mohl by ji prodlouZit na primku a tato primka by
pradvé jednou protnula jeho mnohotihelnik. Nakreslete jednu moznost, jak mohl
giganotosauriiv mnohotihelnik vypadat.

Obr. 5

Na obrdzku 5 je ukdzdn nekonvexni mnohotihelnik, jehoZ strana a je prodlou-
Zena na primku, kde tato primka prdvé jednou protind mnohotihelnik. Nejednd se
ale o vesent, protoZe strana b v prodlouZeni na primku neprotind mnohotihelnik.

Resent:

Zadani splituje napriklad pravidelna trojcipa hvézda na obrazku 6, tedy Sestiu-
helnik ABCDEF. Uhel « mé velikost 150°, ttvar je tedy nekonvexni, a z obrazku
jasné vidime, Ze prodlouzeni kazdé strany protina Gtvar pravé jednou.

Komentdr: Skoro vsichni TeSeitelé si s ilohou bez problému poradili, jen bych
pripomnél, Ze i u takto jednoduché ulohy, kde se nevyzaduje postup, by reseni
meélo byt narysovano peclivé (tedy pravitkem nebo v grafickém programu).

Uloha ¢&.2

Na Sachovnici velikosti 8 x 8 leZi v pravém hornim rohu kdmen. Brontosaurus
a apatosaurus se stridaji v tazich, brontosaurus zacind. V jednom tahu hrdc po-
sune kamen bud o libovolny pocet poli doleva, nebo o libovolny pocet poli dolii
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Vzorové feseni tloh

Obr.6

(nesmi ale kdmen posunout zdroveri doleva i doli}). VZdy kdmen musi posunout
alespori o jedno policko. Kdo kdmen posune na rohové policko vlevo dole, vyhrdl
Ktery hrdc si dokdzZe zajistit vyhru? Dobve vyhrdvajici strategii popiste. Varianta
za 3 body: Hraje se na Sachovnici velikosti 3 x 3.

Resent: Vyherni strategii ma druhy hra¢ (Apatosaurus), protoze miize vzdy za-
hrat tah stejny jako prvni hra¢ (Brontosaurus), akorat vdruhém mozném sméru.
Naprtiklad pokud by Brontosaurus kamenem pohnul o 5 poli doleva, Apatosaurus
pohne kamenem o 5 poli dolti. Tedy Apatosaurus vrati kdmen vzdy na diagonalu
mezi levym dolnim a pravym hornim rohem. CoZ znamen4, Ze Brontosaurus
nikdy nemtze dat kdmen do levého dolniho rohu, protoZe nemuize pohnout ka-
menem Sikmo.

Komentdr: VétSina teSeni byla naprosto perfektni. Lidé, co zvolili variantu
pouze za tti body, zvladli tlohu také jednoduse.

Uloha ¢&.3

Utahraptor si ze stébel trdvy vytvoril kostru kvddru jako na obrdzku 7. Zméril
si, Ze délky sténovych uhlopricek jsou 4 cm, 5cm, 6 cm. Spocitejte, jakd je délka

télesové uhlopricky (na obrdzku je tato tisecka oznacena pismenem ), a popiste,
jak jste k vysledku dosli.

Resent:
Oznac¢me si délky hran daného kvadru a, b a c (viz obrazek 8). Poté diky kol-

mosti hran/stén na sebe (jedna se o kvadr, stény jsou obdélniky — v obdélniku
vnitfni Uhly jsou pravé) umime sténové thlopricky vyjarit jako prepony z Pytha-
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6cm

Obr.7

Obr. 8
gorovy véty v pravém trojuhelniku:
a’ +b* =67,
a? +c? =57
b? + ¢ =42

Sec¢tenim v3ech tfi rovnosti pod sebou ziskdme néasledujici rovnost, kterou
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Vzorové feseni tloh

jesté ekvivalentné upravime:

a? +b*+a?+c?+b*+ 2 =62 +5%2 47
2a% +2b% +2¢* =77,
77
a +b2+ct =
2
Zaroven si vSimneme také, Ze télesova uhlopricka s délkou u tvoii preponu
v pravouhlém trojuhelniku s odvésny sténovou thloptickou délky 6 a hranou c.
Vime v3ak, Ze a? + b? = 62, dosadim tedy do rovnosti nésledné:
62 +c? =u?
a? +b% 2 =u’
Jiz vime, Ze a? + b* + ¢? = &/, mizeme tedy dosadit a zjistime, ze 5 = u’.
Vzhledem k tomu, Ze u je délka, vime, Ze u je nutné nezaporné a mohu tedy
rovnost odmocnit bez strachu ze ztraty mozné zaporné hodnoty u. Plati tedy,

Zew =,/ %, ¢imz jsme spocitali délku télesové thlopricky a splnili zadani.

Komentdr- Ulohu $lo vyresit vice zplsoby - vyse uvedeny postup navic vlastné
ukazuje, ze délka télesové uhlopticky v kvadru obecné je vaZ + b2 +c?2 =ua
pokud si ozna¢ime rtizné zadané sténové thlopticky x, y a z, poté i

2 11222
X +ys+z —u
2
Uloha ¢&. 4

Big Al si mysli takovd kladnd redlnd ¢&isla a, b, c, Ze a < b < c. Pak se zeptal sdm
sebe, jestli platib - (a+c—Db) > a-c. Rozhodnéte, zda tato nerovnost plati, at uz
by si kladnd ¢isla a < b < ¢ myslel jakdkoli. Pokud plati, tak to rddné zdiivodnéte.
Pokud neplati, naleznéte konkrétni protipriklad.

Resent:

Predpokladejme, Ze nerovnost plati a pokusme se ji dokazat. Nejdfive roz-
délme podminku v zadani, Ze a < b < ¢ na dvé podminky a < bab < ¢,
které ekvivalentni dpravou (odectenim celé levé strany) upravme na 0 < b — a
al0<c—h.
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Nyn{ si upravme niZe i samotné zadani pomoci ekvivalentnich tprav a vyty-
kani/rozloZeni na soucin:

b-(a+c—b)>a-c
b-(c—b)+a-b—a-c>0
b-(c—b)—a-(c—b)>0
(b—a)-(c—Db)>0

(kvuli ekvivalentnim Upravam jde vlastné o tu ,stejnou nerovnost”)

Vsimnéme si, Ze leva strana dokazované nerovnosti je z podminky soucin dvou
kladnych reédlnych hodnot b — a a ¢ — b. Z toho plyne, Ze i soucin/leva strana
nerovnosti musi byt kladna - a tedy vétsi nez 0 - nutné tedy plati naSe upravena
nerovnost a diikaz hotov (podrobnéji v komentari).

Komentdr: Kvili ekvivalentnosti Gprav je vzorové reSeni spravné. Je vsak ob-
vyklé sepisovat diikaz nerovnosti v opa¢ném sledu nez mnohdy reSime, a to od
nerovnosti, o které vime, Ze plati, se snazime dostat k nerovnosti, kterou chceme
dokazat. Pokud jsme si jisti svymi Upravami, tak doporucuji alespon kratce odar-
gumentovat. Tento aspekt feSen{ jsem vsak kvuli analogickému/ekvivalentnimu
postupu nehodnotila (tedy nestrhavala za néj body). Jinak dékuji za vSechna
reSeni, ktera jsem obdrzZela. Byla jsem Casto az prekvapend, kolik dikazu bylo
velmi origindlnich a formalné bezchybnych. Gratuluji vSem fesitelim!

Uloha &.5

Supersaurus a sauroposeidon hdzi kameny do doliku. Oba zacinaji se stejnym
poctem kamentii a v hdzeni se stridaji po jednom hodu. Vime, Ze supersaurus
se trefi celkem 17 krdt a sauroposeidon celkem 14 krdt. Musi béhem hry nutné
nastat situace, kdy se pocet kamenti, které sauroposeidon jiz strefil, rovnd poctu
kamenui, které supersaurus teprve strefi? Odpovéd zdtivodnéte.

Varianta za 3 body: Kazdy se strefil prdvé trikrdt. Jinak je zaddni stejné.

Reseni: Pocet trefenych kament nazvéme u sauroposeidona a a u supersaura
b. Na zac¢atku hry mé supersaurus 17 kamend, které musi strefit. Zjistujeme
tedy, zda vZdy musi nastat moment, kdy a = 17 — b. Na zacatku hryjeai b
rovno 0, tedy na levé strané vztahu je 0 a na pravé 17. Po kazdém hodu se rozdil
a a 17 — b bud zmensi o jedna, nebo zlstane stejny. Pokud se trefi supersaurus,
b se zvétsi o jedna a tim se hodnota vyrazu 17 — b zmensi o jedna. Pokud se
trefi sauroposeidon, zvétsi se a o jedna. Pokud se néktery z dinosaura netrefi,
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Vzorové feseni tloh

hodnota vyrazli se nezméni. Na konci hry a = 14ab = 17, tedy 17 — b = 0.
Vzhledem k tomu, Ze na zacatku bylo a mensi nez 17 — b a na konci je a vétsi
nez 17 —b, a k tomu, Ze rozdil mezi nimi se vZdy zménil o 0 nebo o 1, musi vzdy
nastat moment, kdy a = 17 — b (vzhledem k tomu, Ze pracujeme s prirozenymi
¢isly). Proto situace ze zadéni musi nutné nastat.

Komentdr: Vétsina teSitelli spravné dospéla k tomu, Ze situace vzdy musi na-
stat, nékteri z nich ovSem netuplné zdlvodnili, pro¢ tomu tak vzdy musi byt,
naptiklad nenapsali, Ze se hodnota vyrazu po kazdém hodu méni maximalné o
jedna.

Uloha &.6

Rodiné ankylosaurti Trojiihelnikovych rostou na zddech trojiihelnikové kameny.
Po prvnim roce md ankylosaurus Trojtihelnikovy na zddech jeden kdmen, po dru-
hém 4 kameny, po tretim 9 kamenti, rostou pravidelné dle obrdzkii 9, 10 a 11.

Obr.9 Obr. 10 Obr. 11

Rodiné ankylosaurti Sestitihelnikovych rostou na zddech $estitihelnikové ka-
meny a rostou kazdym rokem postupné dle obrdzkii 12, 13 a 14. Mohl néjaky
ankylosaurus Trojtihelnikovy mit na zddech o 3001 vice kamenti nezZ néjaky anky-
losaurus Sestitihelnikovy (jejich véky miiZou byt riizné)? Pokud ano, urcete jejich
veky. Pokud ne, zdiivodnéte.

Resent: Ankylosaurtim Trojtihelnikovym kazdym rokem naroste lichy pocet ka-
ment, ktery je o dva kameny vétsi nez rok ptredchozi (prvni rok narostou 3 ka-
meny, druhy rok 5 kament, tfeti rok 7 kament...). To znamen4, Ze se pravidelné
opakuje v cyklech o tfech rocich prirtistek kament, prvni rok naroste pocet ka-
mentd o n = 0(mod3), druhy rok o n = 2(mod3) a tfeti o n = 1(mod3). Jelikoz
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2

Obr. 12 Obr. 13 Obr. 14

za¢indme na jednom kameni, tak mutize celkovy pocet kamend nabyvat pouze
hodnot k; = 1(mod3) nebo k; = 0(mod3).

Nyni prejdeme k ankylosaurim Sestitihelnikovym. Prvni rok bude mit anky-
losaurus na zadech 1 kdmen, druhy uz 7 kament, dalsi 19. Pocet kament se
kazdym rokem zvysi o nasobek Sesti, ktery se zvySuje kazdym rokem o 6r, kde
r udava rok.

Wil

Obr. 15 Obr. 16 Obr. 17
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Vzorové feseni tloh

Z toho vyplyv4, Ze pocet kamentl na zadech ankylosaura Sestitihelnikového
k2 = 1(mod3) (na zacatku je jeden kdmen, kazdy rok pocet naroste o nasobek
tro).

Uvédomme si, Zze 3001 = 1(mod3)

Ze zadani vyplyva, Ze k; — k, = 3001, tzn. musi platit, Ze k; —k, = 1(mod3).
Toho ovSem nelze dosahnout, protoze vime, Ze k; = 1(mod3), takze poté by
pro k; muselo platit k; = 2(mod3). My si dokazali, Ze pocet kamentl k; muize
nabyvat pouze hodnot k; = 1(mod3) nebo k; = 0(mod3). To znamena, Ze
ankylosaurus Trojuhelnikovy nikdy nemutze mit na zaddech o 3001 vice kamenti
nez néjaky ankylosaurus Sestitihelnikovy.

Komentdr: Velka Cast teSitelli zapsala posloupnosti nartistani po¢tu kament,
ale zapomneéla je dokazat nebo viibec nevysvétlila, jak k posloupnostem prisla.
Chvalim tedy vSechny, co méli kompletni dikaz. :)

Uloha &.7

Achillobator md kdmen ve tvaru pravidelného ctyrbokého jehlanu, kazdd hrana
md délku 9 cm. Jehlan poloZil néjakou sténou na zem a néjakou jinou sténu, kterd
ke sténé S zabodl $pendlik o délce 3 - \/3 cm. Jak vysoko je hlavicka Spendliku od
zemé? Predpokldddme, Ze Spendlik je celou svou délkou mimo kdmen. Napiste a
zdiivodnéte vypocet. Staci uvdzit pouze jednu libovolnou variantu, kterou sténu
ddte na zem a kterd sténa bude S. Namisto pravidelného ctyrbokého jehlanu mii-
Zete zvolit pravidelny ctyrstén (tedy trojboky jehlan, jehoZ stény i zdkladna jsou
rovnostranné trojuhelniky).

Resent:

Ulohu budeme fesit pro jehlan postaveny na ¢tvercové podstavé. Reseni pro
Ctytstén a jiné poloZeni jehlanu zde zminovat nebudeme, protoZe jsou obdobna
tomu, které popiSeme niZe.
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UvaZujme rovinu, ve které ulohu budeme resit. Ta vypadd jako na obrazku 18.
Bude prochazet Spendlikem, hlavnim vrcholem jehlanu (bod C) a stfedy dvou
protéjsich hran podstavy, z nichz jedna hrana je zaroveni hranou stény, v nizZ je
zapichnuty Spendlik (body A a B).

Dale si definujeme nékteré body, které vyuzijeme pti vypoctu. Prvni je bod D,
ktery lezi v paté vysky trojuhelniku ABC z vrcholu C. Jelikoz je trojuhelnik ABC
rovnoramenny, bod D je zaroven stred tsecky AB. Jako bod E jsme si oznacili
bod, kde je zapichnuty Spendlik, a bod F, kde je konec $pendliku. Déle se ndm
bude hodit bod G, ktery je vii¢i ise¢ce AB kolmo pod bodem F a ktery je stejné
vysoko nad useckou AB jako bod E. Nakonec si definujeme bod H, ktery lezi na
usecce AB kolmo pod bodem E.

Nejprve se podivime na tsecky, jejichz délku znadme ze zadani. Usecka AB je
vyska ¢tvercové podstavy. M4 tedy stejnou délku jako strana podstavy, coz je 9
cm. Usecky AC a BC jsou vysky rovnostrannych trojthelniki, tim padem jsou
dlouhé ? - 9 cm (délka hrany jehlanu). Dale ze zadani zname délku Usecky EF,
kterd je 3 - v/3 cm. Pomoci Pythagorovy véty si miizeme vypodcitat délku tsecky
DC:DC| = \/ICBI2 — (A2 = /(25)2 — (3)? = 22 em.

Bude se nam také hodit znat velikost thlu ABC, jehoz velikost vypocitame

pomoci funkce cosinus: |[<ABC| = cos ™! (%) = cos™ ' (525) = 54°44'. Uhel
2

BEG je jeho st¥idavy tihel, tudiz ma stejnou velikost (54°44"). Uhel GEF je do-
plitkem k thlu BEG do 90°, thel GEF ma tedy velikost 90° — 54044’ = 35°1¢/.

Vv

chazi. To znamens, Ze [EB| = @ = % cm.
Vysku hlavicky $pendliku spocitdme po ¢astech: vzdalenost bodu E nad tsec-
kou AB a vzdalenost od bodu E od bodu F. Pro obé pouZijeme funkci sinus:

3.3

|EH| = |DB| - sin(|<ABC|) = '2 - sin(54044') = 2.12

[FG| = |FE| - sin(|<GEF|) = 3 - V/3 - sin(35°16') = 3
Hlavicka Spendliku je tedy ve vySce 5,12 cm.

Komentdr: Casta chyba v této tloze byl predpoklad, Ze priifez jehlanu je rov-
nostranny trojuhelnik. Byt se mu pratez podoba, tak tam je rozdil, ktery se pro-
mitne ve vysledku tlohy. Pokud narazite na podobnou tillohu, tak je nejprve treba
se poradné zamyslet nad jednotlivymi délkami v priirezu.

Strana 18 Pikomat, KPMS MFF UK, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8



Vzorové feseni tloh

Ulohy Sesté série opravovali a komentére sepsali: 1.Adamantisaurus Diinex,
2. Vitakrisaurus, 3. Lukousaurus, 4. Terezinosaurus, 5. Sarahsaurus, 6. Elaltitan,
7. Vitakridrinda
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Vysledkova listina Pikomatu MFF UK

po 6. sérii

Celkové  Vroc.  Jméno a prijment Ro¢ askola 123456 7P o X
1.-2. 1 Miroslav Hrinko 8. GCDP 5555554 - 30 180
1 Jan Némecek 9. NPRG 5555555 30 180

3. 2 Dan Skola¥ 9.ZSBR 5555555 30 178
4. 2 Tomas Kvapil 8. PORG 555545 - 29 173
5. 3 Matéj Krivanek 9. GMBU 45554 -4 - 27 172
6. 4 Martin Dostal 9. GCHO 45555 -4 - 28 169
7. 5 Robin Tesar 9. GCDP 5555 -53 - 28 167
8. 6 Jif{ Grepl 9.ZGUP 5555545 - 30 159
9. 7 Noel Probst 9. PORG 2555 -23 - 22 158
10.-11. 1 David Kabelka 7. NPRG 555 - -3 - - 18 153
8 Alzbéta Reitmayerova 9. GSPP 455 - - - - - 14 153

12. 1. Jakub Zelenka 6. GRIC 5555523 - 28 151
13. 3. Luk4s Kopecky 8. GAJL 5555 -55 - 30 148
14. 2 Petr Kysela 7. GCKR 5525443 - 26 146
15. 4 Metodej Samal 8. ZKVL 555555 - - 30 144
16. 3 Adam Urx 7. PORG 45554 -2 - 25 136
17. 9. Jitka Stejskalova 9. ZNDC 5533433 - 23 125
18. 10. Pavlina PetrZelova 9. GJKP - - - - - - - - 0 119
19.-20. 5. Eva-Margarita Migel 8. GNAP 12 5 3 - 11 115
11. Tyge Matthews 9. GNSP - - - - - 0 115

21. 4 Agnes Dostalova 7. GMNP 545 - - - 14 114
22. 5. Jan Minarik 7. GABP 4555 - 3 22 107
23. 12. Lukas Stanovsky 9. PORG - - - - 0 103
24.-25. 6.-7. Vit Lukavsky 8. ZMNK - - - - - 0 100
Mat€j Matyaska 8. ZKON -31322 - 11 100

26.-27. 6.-7. Magdaléna Pelikdnova 7. GBUP 55 - - - 10 98
AlZbéta Pelikdnova 7. GBUP 55 ------10 98

28. 8 Sofie Kaucka 8. GOPG 55 --445 - 23 96
29. 8. Adéla Manova 7. GLPP 555 -53--23 95
30. 9. Martina Vojtekova 7. PORG 5-55 - - - 15 92
31. 2 Antonin Cerveny 6. GCDP - - - - - - - - 0 89
32.-33.  9.-10.  Stanislav Benes 8. GJNP - - - - - - 0 87
Jakub Hrabalek 8. ZS]N -5 -54 - - - 14 87

34. 3. Matias Eisner 6. ZLTP -5---5--10 81
35.-36. 10. Karel Ol3ar 7. GCKR 5-2 -1 - - 8 80
13. Matya$ Hazdra 9. GNAP - - ------ 0 80

37.-38. 4. Maxmilian Covan 6. GJKP - - - - -=--- 0 73
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Celkové Vrol  Jméno a prijmeni Ro¢ a skola 234567P o X
37.-38. 14. Matéj Kubin 9. GLIP - - - - - - - 0 173
39. 11. Lada Karaskova 7. PORG 3 - - - - 7 72
40. 12. Veronika Loudova 7. GNAP - - - - - - 0 69
41. 11. Matéj Kiape$ 8. ZKON 3 -31 - - 11 67
42. 12. Jiti Mlynar 8. PORG - - - - - - 0 66
43. 13. Adam Donat 7. GCDP - -2 - - - 6 65
44. 15. Josefina Svatuskovda 9. PORG I 0 64
45. 16. Vojtéch Kadlec 9. PORG -55 - - - - 10 63
46.-47. 1. Marek Houfek 5. ZCHP 35 - - - 13 59
17. Jana Malkovska 9. ZGUP 55 - - -5 20 59

48. 18. Mariana Warausova 9. GKSP - - - - - - 0 53
49.-50.  14.-15. Vlastimil Straka 7. ZTRE - - - - - 0 48
Bediich Skop 7. GMSP - e e e 0 48

51.-52. 13. Radka Valkovic¢ova 8.Z0OKZ - - - - 0 47
19. Gleb Baulin 9. GPKV S 0 47

53. 16. Vojtéch Barta 7. GLIP -5 - - - 5 46
54. 20. Simon Peldk 9. PORG - e e - - 0 44
55. 17 Jaroslav Posch 7. GMKR - - - - 0 42
56. 21 Frantis$ka Cindrova 9. GJKP - - - - - 0 39
57. 14. Roman Chasovskikh 8. GKMP - - - - - 0 38
58. 22. Tomas Blahout 9. GCHE -531 - - 14 37
59. 23 Marek Nechvatal 9. PORG - - - - - 0 36
60. 18 Hana Korejsova 7. ZPSP - - - - - 0 35
61.-62. 5. Dominik Holtan 6. GMSP - - - 0 34
24. Katerina Tesar 9. NPRG - - - - - 0 34

63. 19 Pavlina Btizova 7. GTNV - - - - 0 30
64. 25 Viola Filipova 9. GJKP I 0 29
65. 15 Jan Foldyna 8. ZAJP - - - - - 0 28
66. 6 Jonas Koucky 6. GJKP - - - - 0 27
67.-68. 7. Patrik Nedvéd 6. ZSTD - - - - 0 25
20. Emma Tereza Collis 7. GMSP - - - - 0 25

69.-71. 21.-22. Adam Kozik 7. ZTRE - - - - 0 24
Natanael Skoloud 7. DOM 5 - - - - - 10 24

16. Mikulas$ Krubner 8. GBEN - - - - - - 0 24

72. 2 Anna Kvapilova 5. GZHP 5 - - 10 23
73. 17 Nikolas Dolezal 8. ZKYS - - - - - - 0 22
74.-75. 8. Cestmir Hlavacek 6. GABP - - - 0 21
18. Karel Kanicky 8. ZKYS - - - - 0 21

76.-77. 19. Jan Daniel Elleder 8. PORG - - - - 0 20
26. Matéj Pavlok 9. ZERM - - - - 0 20

78.-79. 9. Karolina Tarant 6. NPRG - - - - 0 19
20. Adéla Sukenikova 8. ZL]N - - - - 0 19

80.-81. 10. Victoria Barttinkova 6. ZMAC - - - - - 0 18
21. Petr M. Grametbauer 8. ZLOP - - - - 0 18
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Celkové Vrol  Jméno a prijmeni Ro¢ askola 123 456 7P o X
82. 27. David Vyborny 9. GHUM - - - - 0 17
83.-84.  23.-24. Vojtéch Pesl 7. PORG - - - - - 0 16
Barbora Sujova 7. GLPP 52421 2 16 16

85.-91. 11 Marie Reitmayerovd 6. GGJP 555 - - - - 15 15
25. Richard Bechera 7. GRIC - - - - - 0 15

22.-23. Kristian Poljak 8. GPRE IR IC I I 0 15

Dorota Slamkova 8. GOHR I 0 15

28.-30. Barbora Bouchnerova 9. GJKP R 0 15

Jakub Pesl 9. PORG I 0 15

Jan Rosik 9. ZSPP - - - - - - 0 15

92. 24. Matteo Dalrymple 8. ZSBR I 0 13
93. 26. Robert Faltys 7. ZLUZ - - - - - 0o 11
94. 3. Anna Mensikovd 5. ZBJP R 0 10
95.-96. 27. Olda KOZMON 7. GPRE S 0o 9
25. Lenka Pulkrabkova 8. ZBOB R IE 0 9

97.-100. 1. Jakub Kvapil 2. GZHP S 0 5
4. Josef Skoloud 5. DOM - e e - - 0 5

31.-32. Joné&s$ Dinga 9. PORG S 0 5

Véclav Vokiirka 9. GJKP I T 0 5

101. 12. Viktoriia Anisimova 6. ZLUZ SR 0 4
102. 26. Sebastian Mlich 8. GMOP T 0 3
103. 27. Marie Hoskova 8. GABP S 0 2
104.-105. 33. Elena Slaisova 9. ZMEC R 0 1
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